( 'hương VIÏ 
QUY NẠP TOÁN HỌC 


1. Giai đoạn quy nạp 

Ta lại bắt đầu bằng một thí dụ. 

Tìm tổng của ø số nguyên đầu tiên thì hoàn toàn không khó. Ta sẽ coi như 
đã biết công thức: 
nín+]) 

2 


mà người ta có thể tìm và chứng minh bằng nhiều cách. Tìm công thức tính 
tổng của n bình phương đầu tiên: 


1l+2+3+..+n= 


1+4+9+l6+... +. 


thì khó hơn. Tính tổng này khi n nhỏ không khó, nhưng phát hiện ra quy tắc thì 
không dễ. Tuy vậy; hãy cố phát hiện ra một tính chất song trùng nào đó giữa 
hai tổng sau đây và xét chúng đồng thời: 
H l 2 3 4 5 6... 
l+2+...+n l 3 6 10 15 21... 
1 Ủ+22+ +” 1 5 14 30 55 91. 
Hai dòng cuối quan hệ với nhau ra sao? Ta thử nghiên cứu tỉ số của chúng: 
cử 1 2 3 4 5 6... 
+2” +..+nP 


l 
l+2+...+n 


: 3 11 13 
2 


Q3 |ứni 


Ở đây, quy tắc đã hiển nhiên, và nếu ta viết các tỉ số dòng thứ hai như sau: 
3 5 7 9. 11 13 


3 3 3 3 3 3 


thì quy tắc đó hầu như đã quá rõ. Chẳng lẽ chúng ta có thể dừng ở đó và không 
phát biểu giả thuyết rằng: 


+22 +..+n — 2n+] 
l+2+..+n 3ˆ 


Sử dụng giá trị của mẫu số ở vế trái, mà ta coi như đã biết, ta có thể phát 
biểu giả thuyết trên dưới dạng: 
› _ nín+1)(2n+]) 
=——©—— 
Giả thuyết đó có đúng không? Nghĩa là nó có luôn luôn đúng không? Rõ 
ràng công thức đứng trong các trường hợp riêng n = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Nó có còn 
đúng khi nø = 7 không? Giả thuyết đưa ta đến dự đoán rằng: 


1+4+9116+25+36+49= ˆẺÊ 


12+2?+3*+...+n 


và quả thực là cả hai vế đều bằng 140. 

Cố nhiên, ta có thể chuyển sang trường hợp ø = 8 và thử lại, nhưng trường 
hợp này cũng không hấp dẫn ta lắm nữa. Bằng cách này hay cách khác, ta đã có 
khuynh hướng tin rằng công thức vẫn đúng cả trong trường hợp sau, và, như 
vậy, sự xác nhận đó làm tăng niềm tin của ta, nhưng tăng ít, ít đến mức ta cho 
rằng bỏ thời giờ để tính toán chưa chắc đã bõ công. Làm thế nào để có thể 
kiểm nghiệm giả thuyết của ta một cách có hiệu quả hơn? 

Nếu giả thuyết đúng với mọợi ø thì có lẽ nó phải không phụ thuộc vào sự 
biến đổi của các trường hợp, nó phải được bảo tổn khi chuyển từ trường hợp 
này sang trường hợp khác. Giả sử: 

1+4+...+„? 10? ĐỢn + D, 
6 

Nhưng, nếu công thức đó đúng đối với mọi ø, thì nó cũng phải đúng đối với 
số tiếp theo n, ta phải có: 

(n+1)(n + 2)(2n +3) 
———z ——" 

Đó chính là khả năng kiểm tra lại giả thuyết một cách nghiêm túc: lấy các 
vế dòng dưới trừ đi các vế dòng trên, ta được: 
(a+D(@i+2)(2n+3) nứ+Ù(@n+Ð) 

6 6 

Liệu hệ quả này, suy từ giả thuyết của ta có đúng không? Biến đối một chút 

vế phải, ta được: 


1+4+..+nh+(@n+IU= 


(n+ 1= 


n+] 
6 





[r+22n+3)—n(2n+ D] = “bạ +3n+4n+6—2n” —nỈ = 


= “— (6n+6)]=(n+Ð). 
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Hệ quả đang xét rõ ràng là đúng, giả thuyết đã được kiểm nghiệm một cách 
nghiêm túc. 


9, Giai đoạn chứng minh 

Sự xác nhận một hệ quả nào đó làm tăng niềm tin của ta vào giả thuyết, 
nhưng sự xác nhận của hệ quả vừa xét còn có tác dụng lớn hơn: nó cá thể 
chứng mình giả thuyết. Chỉ cần thay đổi chút Ít quan điểm và sắp xếp lại các 
nhận xét của ta. 

Giả sử rằng: 
›_ n(n+])(2n+]) 

_ 6 


12+27+3”+..+m 


là đúng. 


Hiển nhiên rằng: 


(n+LÊ= (+ l(n +2)2n+3) - nữ +1)(n+1) 
` Ố 6 
là đúng. 
Vậy: 
_ (m+l)(n+2)(2n+3) 


1+22+..+nˆh+(n+ 1= P 


(ta đã cộng từng vế hai đẳng thức trên). Điểu đó có nghĩa là: Nếu giả thuyết 
của ta đúng đối với một số nguyên zø nào đó, thì nó nhất thiết còn đúng đối với 
Số nguyên tiếp theo m + I. 

Nhưng ta biết rằng. giả thuyết đúng với n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Đúng đối với 
7, nó cũng phải đúng với số 8 tiếp theo; đúng đối với 8, nó cũng phải đúng đối 
với 9; vì nó đúng với 9, nó cũng phải đúng với 10, và nghĩa là cả với 1], v.v... 
Giả thuyết đúng đối với tất cả các số nguyên; ta đã chứng minh giả thuyết dưới 
dạng hoàn toàn tổng quát. 


ở. Nghiên cứu các bước đã qua 


„ Có thể đơn giản đi đôi chút sự suy luận sau cùng của đoạn trên. Về giả 
thuyết chỉ cần biết hai điều: 
Nó đúng đối với n = Ï. 


Nếu nó đúng đối với n thì cũng đúng cả đối với n + 1. 
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Khi đó, giả thuyết đúng đối với tất cả các số nguyên: nó đúng với 1, vậy 
cũng đúng với 2; đúng với 2, vậy cũng đúng với 3, v.v... 


Ở đây, ta có một biện pháp chứng minh vô cùng quan trọng. Ta có thể gọi 
nó là "sự chuyển từ ø sang ø + I", nhưng người ta thường gọi nó là "quy nẠp 
toán học". Từ thông thường này là một tên gọi rất không đạt của một phương 
pháp chứng minh, vì quy nạp (theo nghĩa mà từ này thường hay được dùng) chỉ 
cho mội kết luận có lí mà không phải một kết luận đã được chứng minh. 

Quy nạp toán học có quan hệ chút nào với quy nạp không? Có, và ta xét nó 
ở đây vì lí do đó, chứ không phải chỉ vì cái tên gọi của nó. 

Trong thí dụ ta đã nêu, sự suy luận chứng minh của $2 hoàn thành một 
cách tự nhiên sự suy luận quy nạp của §1 và đó là một suy luận điển hình. Phép 
chứng minh ở §3 đóng vai trò là "sự bổ sung toán học cho quy nạp” và nếu ta 
dùng các từ “quy nạp toán học" theo nghĩa đó coi như nói tắt, thì từ này xét đến 
cùng có thể hoàn toàn thích hợp. (Vì vậy, ta sẽ dùng các từ đó theo nghĩa này 
mà không thoát l¡ thuật ngữ toán học đã quy định). Quy nạp toán học thường 
xuất hiện như bước kết thúc hay giai doạn cuối cùng của sự nghiên cứu quy 
nạp, và trong giai đoạn cuối này, người ta thường dùng những ý kiến có tính 

. chất gợi ý, nảy ra trong các giai đoạn trên.. 

Khi nghiên cứu giả thuyết, ta xét các trường hợp k khác nhau mà giả thuyết 
cần áp dụng. Ta muốn biết quan hệ do giả thuyết xác định có vững chắc không, 
nghĩa là có phụ thuộc vào sự biến đổi của các trường hợp không, có bị sự biến 
đổi đó phá huỷ không. Như vậy, đương nhiên là chú ý tới sự chuyển từ một 
trường hợp này sang trường hợp khác. Newton đã nói: "Ta có thể hiểu được dễ 
dàng rằng, do các lực hướng tâm, các hành tinh có thể đứng vững trên những 
quỹ đạo nào đó nếu ta nghiên cứu sự chuyển động của các vật thể bị ném đi”; 
và sau đó ông hình dung một hòn đá mà người ta ném với vận tốc ban đầu ngày 
càng lớn cho tới khi quỹ đạo của nó vòng quanh Trái Đất như quỹ đạo Mặt 
Trăng; xem thí dụ 2.18 (4). Như vậy, Newton hình dung rõ ràng sự chuyển liên 
tục từ chuyển động của vật thể bị ném sang chuyển động của hành tinh. Ông 
nghiên cứu sự chuyển giữa hai trường hợp mà định luật vạn vật hấp dẫn, một 
định luật ông đang cố gắng chứng minh, cần được áp dụng như nhau. Bất kì 
người nào, khi dùng quy nạp toán học để chứng minh một định lí sơ cấp nào 
đó, về mặt này cũng làm giống như Newton; người ấy nghiên cứu sự chuyển từ 
n đến nñ + 1, sự chuyển giữa hai trường hợp mà định lí đang được chứng minh 
cần áp dụng như nhau. 
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4. Ki thuật vận dụng quy nạp toán học 
—_ Để có thể trở thành nhà toán học giỏi hay người đánh bài cừ, hoặc một 
chuyên gia xuất sắc trong mọi lĩnh vực, các bạn cân biết dự đoán tài. Để có thể 
dự đoán tài, tôi cho rằng trước tiên, các bạn cần có những năng khiếu tự nhiên. 
Tuy vậy, có năng khiếu tự nhiên chưa đủ. Các bạn cần nghiên cứu các dự đoán 
của mình, so sánh chúng với các sự kiện, đổi dạng của chúng đi, nếu cần, và 
như vậy sẽ có kinh nghiệm phong phú (và sâu sắc) về các dự đoán sai và các dự 
đoán đúng. Với kinh nghiệm đó trong tiểm thức, các bạn sẽ có thể phán đoán 
một cách có cơ sở hơn xem các dự đoán nào có thể đúng và dự đoán nào sai. 
Quy nạp toán học là phương pháp chứng minh, phương pháp này thường có 
ích để khẳng định các mệnh đề toán học mà ta đi tới nhờ một quá trình quy nạp 
nào đó. Vì vậy, nếu ta muốn có kinh nghiệm trong việc nghiên cứu toán học 
theo quy nạp thì nên làm quen với kĩ thuật vận dụng quy nạp toán học. 
Đoạn này cùng với các thí dụ và các lời chú thích sau đây có thể giúp phần 
nào nắm vững kĩ thuật đó. 
1) Giai đoạn quy nạp. Ta sẽ bắt đầu bằng thí dụ, rất giống thí dụ ở §1 và 
§2. Ta muốn biểu diễn dưới dạng ngắn gọn hơn tổng sau đây, có quan hệ với m 
bình phương đầu tiên: 
T71. sa 1. ' " 
at. -†+..†—. = D + D +———-+...+ 2 . 
13 15 4-1 41ˆ—1 42 ˆ—1 43ˆ—1 4.nˆ —I 
Ta tính tổng đó đối với vài trường hợp đầu và lập bảng ghi các kết quả: 








H = ] 2 3 4 
1 1 1 1 2 3 4 
-+.†+.+—. = x <Š š - 
3 15 4n“ —] 3 3 7 9 
Một dự đoán hiển nhiên nảy ra là: 
I1 1 1 1 " 


—+—~+..+———= 
3 15, 35 4n°—1 2n+l 

Dựa vào kinh nghiệm mà ta tích luỹ được khi giải bài toán trước tương tự, 
ta kiểm nghiệm ngay giả thuyết đó với hiệu quả càng lớn càng hay: ta thử 
chuyển từ z sang ø + 1. Nếu giả thuyết của ta luôn luôn đúng thì nó phải đúng 
cả đối với nø cũng như n + 1. 














1 ] 1 l1, " 
—+—+—_—+..+— = 

3 15 35 4n” —1 2n+] 
11 1 1 ñn+1 
—=+—+*..+ + = . 
3 l5 4n h-—[ 4(n+U?-1 2n+3 
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Trừ đi, ta được: 
l n+Ì " 


An+U?-1 2n+3 2n+1) 








Hệ quả rút ra từ giả thuyết trên có đúng không? Ta hãy biến đổi hai vế, cố 

làm cho vế nọ gần vế kia hơn: 
| — 2n” +3n+1~2n?—3n 
(2n+2)ˆ—I1 (2n+3)(2n+1) 

Sự biến đổi đại số đơn giản chứng tỏ rằng hai vế của đẳng thức này quả 
thực đồng nhất với nhau. Hệ quả nói trên hiển nhiên là đúng. 

2) Giai đoạn chứng mình. Bây giờ, ta hãy sắp xếp lại các nhận xét của ta 
như trong thí dụ trên, §2. 


va ca 1 1 1 h 
Giả sử: -†+—-†+..†+——, = ` 
34 15 4n —1— 2n+l 


Hiển nhiên là: 














1 _ n†l  ñn 
4(n+12—l  2n+3 2n+l 
1 +Ì 
Vậy: 11} cả — +——— “ 


3 157 4n-l 4@6+Ul-I 25133. 


Giả thuyết, nếu ta công nhận là nó đúng với n, thì cũng đúng cả với 0 + I. 
Vì đúng với  = 1, nó đúng với mọi ø. 

3) Ngắn gọn hơn. Khi giải bài toán, ta có thể tốn ít thời gian hơn một chút 
trong giai đoạn quy nạp. Khi nêu giả thuyết, ta đã hơi cảm thấy rằng có thể 
chứng minh được bằng quy nạp toán học. Sau đó, không cần thử lại, ta cố áp 
dụng trực tiếp phép quy nạp toán học như sau: 

xa TT ] 1, " 


Giả sử: —+ —+...+— =—-. 
3 15 4nˆ—1— 2n+l 





Vậy: 
1 1 l 1 " 1 
~†+-†..+t———T+ ; +————— 
3 15 4n~1 4n+12—1 2n+l 4@+l)2—l 
— 1 __nŒn+3)+1 - 2n°+3n+l — 
2n+1— (2n+2)Ÿ —] - (2n+l)(@n+3) (2n+(n +3) 
_-_(Gn+DÙ@+D _ nà] 


_ (2n + 1(2n + 3)— 2n+3` 
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Như vậy, ta đã suy ra cho ø + I một hệ thức mà ta thừa nhận đối với ø. Đó 
chính là điều cần làm và như vậy, ta đã chứng minh giả thuyết. 

Trong cách giải này, ít có sự trùng lặp hơn, nhưng ngược lại nó cũng phần 
nào kém tự nhiên hơn cách trình bày ở (1) và (2). 


4) Còn ngắn hơn nữa. Hầu như ta có thể thấy ngay cách giải nếu ta nhận 
xét rằng: 





mm. na Ị 
4nh—l  (2n-l)2n+l) 2\2nm-1 2n+] 
(nếu ta biết khai triển một hàm số hữu tỉ thành phân số sơ cấp thì đương 
nhiên ta sẽ đi tới công thức đó). Giả sử ø = l1, 2, 3,..., ø và cộng lại ta được: 
1, Ỉ l 1 
+ + +... + = 
4-1 l6-I 36-I 4n? T—1 
" 1 1 1 
=——+—+——+.+—————— 
1. 3x 35 5.7 (2n—1(2n+1) 


1 | 1 ;] 1 1 
=— T3] —=—-l+|—--~|+..+ —=———— 
2 Ệ 5 5 7 2n—~1l  2n+l 


TÁI) _ 
2 2n+] 2n+lˆ 


Điều mà bây giờ đã xảy ra thì cũng thường xảy ra. Mội định lí được chứng 
minh bằng quy nạp toán học, thường có thể chứng minh gọn hơn bằng một 
phương pháp khác nào đó. Nghiên cứu kĩ lưỡng cách chứng minh bằng quy nạp 
toán học cũng có thể tìm ra cách chứng minh ngắn gọn đó. 














5) Thí dụ khác. Ta xét hai số a và b, thoả mãn: 
Ö<a< 1l, 0<b<l. 
Khi đó, rõ ràng là: 
(1—-z)(1—-b)=l—-a—-b+ab>l-a_-b. 

Sự khái quát hoá tự nhiên làm ta cảm thấy rằng khẳng định sau đây là 
đúng: Nếu n > 2 và 0 < ai <1, <ø¿ < 1,...,0 <a„< T, thì: 

(ÍT đi) (Ì T— đ;)... (Ï — đ„) > 1 — đi — Ø2 —...T— đạn, 

Ta hãy chứng minh điều đó bằng quy nạp toán học. Ta đã thấy rằng bất 
đẳng thức đúng trong trường hợp thứ nhất, trong đó, nó được áp dụng như đã 
khẳng định ở trên, tức là trường hợp ø = 2. Do đó, nếu cho rằng nó đúng với ¿., 
trong ø > 2, ta phải kết luận rằng nó đúng với n + Ì. 


Giả sử: (1 ~ an)... (Í — a„)> l — đi —... — đụ. 
và ta biết rằng 0 < a„¿¡ < Ì. 

Vậy: (1 Tai)... (ÍT— a„) (Ì— az¿I) >(Ì — đi —...T— đ„) (Ì — ai} = 

= l—đ„—...T— đụ — đụyi — (đị +... + đy)đn.ị > Ì — đị —.... — đu — đại] 

Ta đã kết luận đối với ø + 1 điều mà ta đã giả thiết đúng đối với n, chứng 
minh như vậy là xong. 

Ta chú ý rằng, quy nạp toán học có thể dùng để chứng minh các mệnh để, 
áp dụng không phải tuyệt đối cho toàn bộ các số tự nhiên mà cho tất cả các số 
tự nhiên, bắt đầu từ một số nào đó. Thí dụ định lí vừa chứng minh áp dụng đối 
VỚI n > 2. : 

6) m là gì? Bây giờ ta hãy xét một định lí về hình học phẳng. Nếu đa giác Q 
chứa đa giác lồi P thì chu vì của P nhỏ hơn chu vì của Q. 

Diện tích của đa giác bên trong P nhỏ hơn 
điện tích đa giác bên ngoài Q. Điều đó đã hiển 

nhiên. Nhưng định lí vừa phát biểu thì hoàn 
toàn không hiển nhiên là như vậy. Nếu không 
hạn chế ở chỗ P là đa giác lồi thì định lí đã 
không đúng rồi. 

Hình 7.1 chỉ rõ cái ý chính của phép chứng 
minh. Ta cắt từ đa giác bên ngoài Q một mầu 
có gạch chéo; còn lại đa giác mới Q', đa giác 
này là bộ phận của Q và có hai tính chất. Hình 7,1. Từ n tới n + 7 





Thứ nhất, Q' còn chứa đa giác lồi P, đa giác này vì lồi nên hoàn toàn nằm ở 
một phía của đường thẳng A'E', mà ta có được bằng cách kéo dài cạnh AB của 
đa giác P. 

Thứ hai, chủ vì của Q' ngắn hơn chu vị của Q. Thực tế, chu vĩ của Q' khác 
với chu vi của Q ở chỗ chu vi thứ nhất chứa một đoạn thẳng nối các điểm A' và 
B, còn chu vi thứ hai thì lại chứa đường gấp khúc qua các điểm này (trên cạnh 
của mẩu gạch chéo). Nhưng đoạn thẳng là khoảng cách ngắn nhất giữa hai 
điểm A' và B. 

Ta chuyển từ Q sang Q' cũng như ta có thể chuyển từ Q' sang một đa giác 
khác Q". Như vậy, ta được một đấy đa giác Q, Q', Q",... Mỗi đa giác lại nằm 
trong đa giác trước và có chu vi ngắn hơn, còn đa giác cuối cùng của dãy đó là 
P. Vậy, chu vị của P ngắn hơn chu vi của Q. 
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————- 


Ta cần xác định bản chất của phép chứng minh trên; thực tế, nó là chứng 
minh bằng quy nạp toán học. Nhưng z là gì? Quy nạp thực hiện đối với đại 
lượng nào? 

Đó là một vấn để khó. Quy nạp toán học áp dụng vào các lĩnh vực khác 
nhau, và đôi khi vào các vấn đề rất khó và rắc.rối. Trong khi cố gắng tìm phép 
chứng minh mà ta chưa phát hiện ra, có thể gặp một 
vấn để có tính chất quyết định: cái gì đóng vai trò Q 
của ? Ta cần tiến hành quy nạp toán học đối với đại 
lượng nào? 

Trong chứng minh trên, chọn số cạnh của đa giác 
lồi bên trong nhưng hoàn toàn không thuộc về chu vi 
của đa giác bên ngoài làm z là hợp lí. Hình 7.2 minh 


hoạ trường hợp ø = l. Tôi để nghị bạn đọc nêu rõ cái P 
gì nên gọi là z ở hình 7.I. Hình 7.2. Trường hợp n = ¡ 


CÁC THÍ DỤ VÀ GIẢI THÍCH VỀ CHƯƠNG VII 


1. Hãy nhận xét rằng: 
l=l 
I-=4=-(1+2) 
I-4+9=l1+2+3 
I-=4+9-l6=-(l+2+3+4) 
Dự đoán xem các thí dụ đó dẫn tới quy luật tổng quát nào, biểu diễn quy 
luật đó bằng các kí hiệu toán học thích hợp và chứng mình. 
2. Chứng minh về các công thức biểu diễn L„ụ, S„ và x dưới dạng tường 


mình, dự đoán về các công thức đó ta nêu ở các thí dụ 3.13, 3.14 và 3.20 
(thí dụ 3.11, 3.12). 
3. Tìm biểu thức cho: 
1?+21+37 +... +nẺ 
và chứng mình nó bằng guy nạp toán học. Thí dụ 14. 


4. Tìm biểu thức cho: 


'-1f-Jt-2)4=3] 


biết rằng nó đúng với n >2 và chứng mình nó bằng quy nạp toán học. 
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Tìm biểu thức cho: 


‹-?(-?'-ä)(=sẺø) 


biết rằng nó đúng với n > Ï và chứng minh nó bằng quy nạp toán học. 
Tổng quái hoá hệ thức: 
x 2+? 4x1 8x" x 16x16 
TT 21 Ta. TgẾ —1_ 16 
l+xz I+tx I+x Itx llx l—x 
và chứng minh bằng quy nạp toán học hệ thức tổng quát đá. 











Ta xét một phép toán mà nội dune là sự chuyển từ dấy 
Œị, đa, đ3,..., đn,... 


sang đãy So 52: 53c Ẩn 
với số hạng tổng quát Š„ = đ, +4; + đị +... + đụ, 

Ta gọi phép toán đó (sự thành lập đấy Sị, Sa, Š),.... S„,...) là phép cộng dãy 
đại, đạ, đ;,... Trong cách gọi này, ta có thể biểu diễn sự kiện đã nêu (trong 
thí dụ 1.3) như san: 

Bạn có thể từ dãy tất cả các số tự nhiên 1, 2, 3, 4,... chuyển sang dãy các 
bình phương l1, 4, 8, 16... bằng hai bước: (1) vứt bỏ mỗi số hạng thứ hai; 
(2) cộng đấy số còn lại. Thật vậy, hãy nhìn vào bảng: 























Chứng mình điều khẳng định đó bằng quy nạp toán học. 

(tiếp theo). Bạn có thể từ dãy tất cả các số tự nhiên 1, 2, 3, 4... chuyển sang 
dãy các luỹ thừa bậc ba 1, 8, 27, 64... bằng 4 bước: (1) vứi bỏ mỗi số hạng 
thứ ba, (2) cộng dấy còn lại, (3) vứt bỏ mỗi số hạng thứ hai, (4) cộng dãy 


còn lại. Sau khi nghiên cửu = 





1Ô 13 
10 13 


1 3i J27| |37. n 61 




















chứng mình điều đó bằng quy nạp toán học. 


9, (riếp theo). Bạn có thể chuyển từ dãy tất cả các số tự nhiên I, 2, 3, 4... sang 
dãy các luỹ thừa tin bốn ], ló, S1 U -= 6 bước như đã làm trong bảng: 


: . 
BE: HỊ THỊ 
3 “ n 17|24 
HIỆP 


E 5ã #EIEE 
¡ |33 


" —Hì 32 E—¬l# ng] — —— 
—F‡#'——kH”†- 


2356|... 






































Các sự kiện đó nói lên cải gì? 


10. Chú ý rằng: 











1—5+10-10 





i1-5+I0-I10+5 
I—-5+10-10+5—†1 








ta rút ra kết luận tổng quát: 


I5IHr]*J5Jh-9( )=cs(c 


đối với D <k<n,n=1,2,3... 


Khi chứng mính kết luận đó bằng quy nạp toán học, bạn thích chuyển từ n 
sang n+ Ì hay từ k sang k+ 1? 


11. Trong cuộc thí đấu bóng vợt có 2n người dự. Trong vòng đầu của cuộc thi 
mỗi người dự chơi đúng một lân, thành thử có tất cả n cuộc thi, trong mỗi 
cuộc thi đó có hai người thí. Chứng mình rằng ở vòng đầu có thể thành lập: 


1.3.5.7... (2n — l) 
cặp bằng các phương pháp khác nhau. 
12. Chứng mình nhiều hơn đôi khi lại dễ hơn. Cho- 


—.. 
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và xác định đấy fa(x), f,(x), f2(x),... bằng điều kiện sau: 


4⁄.(x) 
#„„\ x)=x đx 


với n= 0, 1, 2, 3,... (Định nghĩa đó là định nghĩa truy toán: muốn tìm Í„.ị 
ta cần trở lại ƒ,„). Chú ý rằng: 


#(x)= ,(x)= xi `. 
Ị 1 (1_— x2)? 


- 3 a9)” am 


chứng mình bằng quy nạp toán học rằng với n > 1, tử thức của ƒ„(x) là đa 
thức mà số hạng tự do bằng Ö, còn các hệ số khác là các số tự nhiên. 


, 


13 


(tiếp theo). Từn bằng quy nạp và chứng mình bằng quy nạp toán học các 
tính chất khác của hàm số ƒ„(x). 
14. Hãy làm cho định !í của bạn được cân bằng! Mệnh để điển hình A, có thể 


chứng minh bằng quy nạp toán học, gồm có vô số trường hợp An, Àa, Á¿...., 


4a... Trường hợp A, thường là dễ nhất; dù thế nào chăng nữa A, cũng phải 
được kiểm nghiệm qua các phương tiện xác định. Khi đã xác lập A, ta cần, 
giả thiết A, chứng minh A„.ị¡. Mệnh để A', mạnh hơn A, đôi khi dễ chứng 
mình hơn AI”), Thực tế, giả sử A' gêm các trường hợp A1, A*%,... A%... 
Chuyển từ A sang A', ta làm cho phép chứng mình có thêm sức nặng: đáng 
lễ chứng mình A,.¡, ta phải chứng mình A',¿ị mạnh hơn. Tuy vậy, ta cũng 
xây dựng một chỗ dựa để chứng mình mệnh đề vững chắc hơn: đáng lẽ sử 
dụng A„, ta có thể sử dụng A1 mà nội dung phong phú hơn. Điều đó được 
mình hoa khi giải thí dụ 12. Tuy vậy, ta sẽ làm lời giải đó trở thành công 
kênh một cách vô ích nếu đưa thêm vào tài liệu đã xét ở thí dụ 13, nhờ các 
nhận xét bổ sung, ta đi đến cách giải cñng như đi đến hệ quả tiện lợi hơn. 

Nói chung, khi tìm cách chứng minh bằng quy nạp toán học, bạn có thể 
không thành công do hai nguyên nhân trái ngược. Bạn có thể không chứng 
mình được vì bạn tùm cách chứng minh quá nhiều: mệnh đề A„„¡ của bạn 
có nội dung nặng quá. Bạn có thể không chứng nình được là vì bạn từm 
cách chứng minh quá ít: mệnh đề A„ của bạn là chỗ tựa quá yếu. Bạn cần 
cân bằng sự xác nhận của định lí của bạn sao cho điển tựa vừa đủ cho sức 





C*) Đó là "Nghịch lí của người phát minh". Xem "Giải một bài toán như thế nào?” NXB Giáo 
dục 2008 (ND). 
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15. 


16 


17 


18. 


nặng của nội dung. Và, như vậy, cơ chế chứng mình đưa bạn đến gần quan 
điểm cân bằng hơn, thích ứng hơn đối với các sự kiện đó. Điều đó có thể 
coi là điển hình về vai trò của chứng mình trong việc xây dựng khoa học. 


Viễn cảnh - Các bài toán phức tạp hơn trong lĩnh vực khó khăn hơn đòi hỏi 
kĩ thuật quy nạp toán học rắc rối hơn và dẫn đến những biến dạng khác 
nhau của phương pháp chứng mình quan trọng này. Lí thuyết nhóm cho ta 
một số thí dụ đặc sắc nhất. "Quy nạp toán học ngược" hay "kết luận từ n 
đến n — 1" là một phương pháp rất hay. 


Cho biết Q¡ = 1 và: 


1 n†n + l)!{n + 2)!...(2n — 1)! 
Cho, = 2n) ` 01112!...(n — DI 


với n = 2, 3,... Tìm biểu thức tổng quát cho Q„ và chứng mình rằng biểu 
thức đó đúng. 


Phải chăng là mọi số n đều bằng nhau? Có lẽ bạn nói "Không". Dà sao ta 
có thể cố dùng quy nạp toán học chứng mình điều ngược lại. Nhưng chứng 
minh mệnh đề "màu mắt của bất kì n cô gái nào cũng giống nhau" thì hấp 
dẫn hơn. 

Với n = 1, sự xác nhận đó hiển nhiên là đúng (hay "không có nội dung”). 
Chỉ còn chuyển từ n sang n + I. Để cho cụ thể, tôi chuyển từ 3 sang 4, còn 
dành cho các bạn trường hợp tổng quát. Cho phép tôi giới thiệu với bạn 4 
cô gái: A, B, C, D. Ta giả thiết (n = 3) rằng mắt của các cô A, B và C cùng 
màu. Đúng như vậy, theo giả thiết, thì mắt của các B, C và D cũng cùng 
màu (n = 3). Vậy, mắt của tất cả bốn cô A, B, € và D đều phải cùng màu, 
để cho thật rõ ràng, có thể nhìn qua vào sơ đề: 


—~¬ 
A,B,C,D 
—¬——— 


Điều đó chứng mình sự xác nhận đối với n + Ì = 4, và sự chuyển từ 4 sang 
3 chẳng hạn hiển nhiên là không khó khăn hơn. 

Bạn hãy giải thích điều ngược đời đó. Bạn có thể dùng thực nghiệm bằng 
cách quan sát mắt của vài cô. 

Nếu coi các đường thẳng song song như là gặp nhau (ở vô cực) thì mệnh đề 
"Mọi n đường thẳng nào trên mặt phẳng cũng có điểm chung” đúng với n = Ì 
("không có nội dung") và với n = 2 (nhờ cách diễn giải của ta). Hãy dùng 
quy nạp toán học để xây dựng một chứng mình (nghịch lí). 


( hương VIH 


CỰC ĐẠI VÀ CỰC TIỂU 


1. Các lược đồ 


Các bài toán liên quan tới các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất hay các bài toán 
về cực đại và cực tiểu, thưa bạn, hấp dẫn hơn là các bài toán toán học khác 
cũng khó như vậy và điều đó có lẽ có những nguyên nhân hoàn toàn đơn giản. 
Mỗi người chúng ta đều có các bài toán riêng của mình. Ta có thể nhận thấy 
rằng các bài toán đó thường là các loại bài toán về cực đại hay cực tiểu. Ta 
muốn có được một đồ vật xác định với giá càng rẻ càng tốt hay muốn có được 
một đồ vật xác định với một sự cố gắng xác định; muốn có một công lớn nhất 
thực hiện trong một thời gian đã cho và, cố nhiên, ta muốn mạo hiểm càng ít 
càng hay. Tôi nghĩ rằng các bài toán toán học về cực đại và cực tiểu có sự hấp 
hân vì chúng lí tưởng hoá các bài toán hằng ngày của ta. 

Chúng ta còn hay tưởng tượng rằng Tự nhiên hành động cũng như ta muốn 
hành động để có một hiệu quả cao nhất với sự cố gắng ít nhất. Các nhà vật lí có 
thể làm cho các quan niệm loại đó có một hình thức rõ ràng và có ích, họ mô tả 
một vài hiện tượng vật lí trong các từ "các nguyên tắc cực tiểu". Vẻ thực chất, 
Euler đã phát triển nguyên tắc động lực đầu tiên loại này ("nguyên tắc tác dụng 
nhỏ nhất" thường được gọi là nguyên tắc Mopertius). Các bài toán cực đại và 
cực tiểu, trong thời Euler đã hấp dẫn nhiều nhà bác học. 

Trong chương sau sẽ nghiên cứu vài bài toán về cực đại và cực tiểu trong 
vật lí sơ cấp. Chương này chuẩn bị cho chương sau. 

Phép tính vi phân cho ta một phương pháp tổng quát để giải các bài toán về 
cực đại và cực tiểu. Ở đây, ta sẽ không dùng phương pháp đó. Đáng lẽ phải dùng 
phương pháp đó, ta sẽ phát triển một vài "lược đổ” riêng của mình thì sẽ có ích 
hơn. Khi giải một bài toán mà ta thực sự hiểu thấu và hứng thú thì ta sẽ được một 
tài sản quý giá là một lược đồ, một mô hình mà ta có thể bát chước khi giải các 
bài toán tương tự. Bạn hãy phát triển lược đồ đó nếu, theo nó, bạn đã thành công, 
nếu bạn suy nghĩ kĩ về nguyên nhân thành công, về sự tương tự của các bài toán 
đã giải, về các hoàn cảnh có liên quan tới công việc, các hoàn cảnh đã làm cho 
bài toán của bạn có thể giải bằng loại đó v.v... Phát triển một lược đồ như vậy 
sớm muộn bạn sẽ đi đến một phát minh thực sự. Trong bất kì trường hợp nào bạn 
cũng có thể tích luỹ được một vài kiến thức vững chắc và vừa sức. 
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2. Thí dụ 


Trên một mặt phẳng cho hai điển và một đường B 
thẳng, hai điểm nằm về càng một phía của đường 
thẳng. Trên đường thẳng đã cho, tìm một điểm từ 
đó người ta nhìn đoạn thẳng nối hai điểm đã cho 
dưới một góc lớn nhất có thể được. ' 

Đó là bài toán mà ta muốn giải. Ta vẽ hình (8.1) X 
và ghi các kí hiệu thích hợp. Chẳng hạn A và B là hai 
điểm đã cho, ? là đường thẳng đã cho, X là điểm biến 
_ thiên trên đường thẳng /. Ta xét góc AXB mà đỉnh là một điểm biến thiên X và 
do đoạn thẳng AB chắn. Cần tìm một vị trí của điểm X trên đường thẳng / đã 
cho sao cho góc trên đạt giá trị cực đại. 


Hình 8.1. Loại :ð? nhất 


Ta hãy hình dung rằng / là một đường 
đi thẳng. Nếu từ một điểm nào đó của đường 
¡, bạn muốn bắn vào đích nằm trải rộng từ A 
đến B thì bạn cần chọn điểm mà ta đang tìm: 
điểm đó cho ta khả năng bắn trúng đích lớn 
nhất. Nếu bạn có ý định ôn hoà hơn là từ 
đường cái chụp ảnh mặt trước một căn nhà 
mà cấc góc của nó ở A và B thì có lẽ bạn —X 
cũng lại phải chọn điểm mà ta đang tìm: Hình 8.2. Sự biến đổi của góc có thể 
điểm đó cho ta một góc nhìn lớn nhất. gần giống như thế này 

Ta không tìm ngay được lời giải của bài toán của ta. Nhưng, nếu ta chưa 
biết cực đại đạt được ở đâu, ta cũng nghĩ rằng nó đạt tới ở một nơi nào đó. Tại 
sao điều đó lại có vẻ đúng như vậy? 

Ta có thể giải thích điều có lí đó nếu ta hình dung rõ ràng sự thay đổi của 
góc mà ta đang cố tìm cực đại. Ta hãy tưởng tượng rằng ta đi theo đường thẳng 
¡ và nhìn vào đoạn thẳng AB. Ta sẽ bắt đầu từ điểm mà đường thẳng / và đường 
thẳng đi qua A và B cắt nhau và đi về bên phải. Đầu tiên ta nhìn AB dưới một 
góc bằng 0O; sau đó góc này tăng lên; tuy nhiên, sớm muộn thì khi ta ở rất xa 
AB, góc đó phải bắt đầu giảm đi, bởi vì nó trở thành 0 (số không) khi ta ở xa vô 

an”. Giữa hai trường hợp giới hạn mà ở đó góc bằng 0, nó phải trở thành cực 
đại ở một nơi nào đó. Nhưng ở đâu? 


(*) Nếu ta coi AXB như hàm số của khoảng cách đo dọc theo đường thẳng 7 thì ta sẽ có thể 
bằng phương pháp thông thường vẽ đồ thị của hàm số đó (biểu diễn nó trong hệ toạ độ 
vuông góc). Hình 8.2 là phác hoạ hình dạng đồ thị: tang độ XY biểu diễn AXB. 
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Trả lời câu hỏi đó không phải đễ, mặc dầu ta có thể vạch ra những đoạn 
thẳng dài trên đường thẳng / mà ở đó rất có thể là không đạt được cực đại. Ta 
hãy chọn một điểm tuý ý trên đường thẳng đó và kí hiệu nó bằng X. Rất có thể 
là điểm ta chọn một cách ngẫu nhiên đó không ở vị trí cực đại mà ta tìm. Vậy 
làm thế nào ta có thể giải đáp hoàn toàn rõ ràng rằng điểm đó có ở vào vị trí 
cực đại hay không? 

Có một điều mà ta có thể nhận thấy khá dễ dàng”. Nếu điểm ta chọn 
không ở vào vị trí cực đại thì phải có một điểm khác ở phía bên kia của vị trí 
cực đại tài đó góc nhìn có cùng giá trị. Trên đường thẳng / có một điểm X' nào 
khác từ đó. ta nhìn đoạn thẳng AB dưới cùng một góc như từ điểm X không? 
Tất nhiên, đó là câu hỏi mà ta có thể trả lời dễ dàng. Dựa vào tính chất đã biết 
về các góc nội tiếp trong đường tròn, cả X lẫn X' (nếu có điểm X) phải ở trên 
cùng một đường tròn đi qua các điểm A và B. 

Và bây giờ có thể nảy ra một ý 
kiến. Ta hãy vẽ vài đường tròn qua 
hai điểm A và B đã cho. Nếu một 
đường tròn như vậy cắt đường thẳng 
ở hai điểm như X và X' trên hình 8.3 
- chẳng hạn, thì ta nhìn đoạn thẳng AB 
từ hai điểm X và X' dưới cùng một 
góc, nhưng góc đó không phải là góc 
lớn nhất có thể được: đường tròn cắt 
đường thẳng ¿ giữa X và X' cho một 
góc lớn hơn. Các đường tròn cắt 
đường thẳng không thể cho góc lớn 
nhất: đỉnh của góc lớn nhất là điểm ở đó đường tròn đi qua A và B riếp vúc 
đường thẳng / (điểm M trên hình 8.3). 





Hình 8.3. Tiến tuyến với đường đồng mức 


ở. Lược đồ tiếp tuyến đồng mức 


Ta lại xét lời giải vừa tìm được. Từ đó, ta có thể học được cái gì? Trong đó, 
cái gì là căn bản? Những khía cạnh nào có thể tống quát hoá? 

Bước đi mà sau khi ngắm nghĩ một chút ta thấy có vẻ là quan trọng nhất thì 
không đễ thấy ngay được. Tôi nghĩ rằng bước quyết định là sự mở rộng quan 
điểm của ta, việc ra khỏi đường thẳng /, việc nghiên cứu các giá trị của đại 





(*) Rất dễ dàng nếu ta nhìn vào hình 8.2. 
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lượng mà ta tìm cực đại (góc do đoạn thẳng AB chắn) ở các điểm của mặt 
phẳng nằm ngoài /. Ta đã xét sự biến đổi của góc đó khi đỉnh của nó di chuyển 
trên mặt phẳng, ra đã xét sự phụ thuộc của góc đó vào vị trí của đỉnh. Nói gọn 
hơn, ra đã hình dung góc đó như hàm số của điểm biến thiên (đỉnh của nó) và 
bắt đầu coi điểm đó (đỉnh) biến thiên ứrên mặt phẳng. 


Góc không thay đổi giá trị khi đỉnh của nó chạy trên cung tròn nối các điểm 
A và B. Ta gọi cung tròn đó là đường đồng mức. Thuật ngữ này làm nổi bật quan 
điểm tổng quát mà ta định đi tới. Đường mà đọc theo nó hàm số của điểm biến 
thiên không thay đổi giá trị thường gọi là đường đồng mức của hàm số đó. 

Tuy vậy, ta không quên cái mà ta cần xác định trong bài toán của ta. Ta 
cần tìm cực đại của góc (của hàm số của điểm biến thiên) khi đỉnh của nó 
(điểm biến thiên) không thể di chuyển tự do trên mặt phẳng mà bị hạn chế bởi 
con đường định trước tức là đường thẳng ï. Cực đại sẽ đạt được ở điểm nào của 
con đường vạch trước? 

Ta đã tìm được câu trả lời, nhưng ta cố hiểu nó sâu sắc hơn, ta hãy nghiên 
cứu nó theo một quan điểm tổng quát hơn. Hãy xét thí dụ tương tự, khá tổng 
quất và nói rất nhiều với trực giác của ta. 

Các bạn biết "các đường đồng mức" hay "các đường khoanh vùng" biểu thị 
cái gì trên bản đề hay trên thực địa (ta sẽ nói về một xứ có nhiều gò đống) được 
biểu diễn bàng bản đỏ đó. Các đường đó là những đường của độ cao không thay 
đổi; đường đồng mức nối các điểm trên bản đồ biểu thị các điểm của mặt đất 
nằm ở cùng độ cao so với mực nước biển. Nếu bạn tưởng tượng rằng biển nâng 

cao lên 100 mét thì với mực nước biển mới đó, sẽ xuất hiện bờ biển mới và các 
vịnh trần vào các thung lũng. Bờ biển mới đó là đường đồng mức của độ cao 
100. Người vẽ bản đồ chỉ vẽ trên bản đồ vài đường đồng mức với khoảng cách 
không đổi, chẳng hạn với độ cao 100, 200, 300...; Tuy vậy, đường đồng mức 
tồn tại đối với mỗi độ cao, đi qua mỗi điểm trên thực địa. Độ cao so với mức 
biển là hàm số của điểm biến thiên đó chính là cái quan trọng đối với người vẽ 
bản đồ hay đối với bạn, khi bạn đi chuyển trên thực địa; hàm số đó không thay 
đổi giá trị dọc mỗi đường đồng mức. 

Bây giờ, bài toán này là bài toán tương tự bài toán mà ta vừa nghiên cứu 
(ở §2). Bạn sẽ đi theo con đường đã định trước. Ở điểm nào của con đường bạn 
sẽ đạt được độ cao cực đại so với mặt biển? 

Rất đễ trả lời rằng ở chỗ nào bạn sẽ không đạt được cực đại đó. Điểm mà 
bạn đi qua khi đang leo lên cao hoặc đang trườn xuống thấp, cố nhiên, không 
phải là điểm cao nhất cũng chẳng phải là điểm thấp nhất. Ở điểm đó, con 
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đường của bạn cắt ngang đường đồng mức: cực đại (hay cực tiểu) không thể đạt 
được ở điểm mà con đường đã định trước cắt đường đồng mức. 

Sau nhận xét quan trọng đó, hãy quay về thí dụ của ta (§2, hình 8.1, 8.2, 8.3). 
Ta hãy xét toàn bộ con đường đã định trước: phần của đường thẳng 7 suốt từ 
điểm nó cắt đường thẳng đi qua A và B cho tới khoảng cách vô tận (ở bên 
phải). Tại mỗi điểm của nó, con đường định trước này cắt đường đồng mức 
(cung đường tròn với hai đầu là A và B), chỉ trừ một điểm mà ở đó nó tiếp xúc 
đường đồng mức. Nếu ở nơi nào đó có cực đại thì cực đại đó phải ở điểm này: ở 
điểm cực đại con đường định trước tiếp xúc đường đồng mức. 

Đó là một ý sâu xa về tư tưởng tổng quát ẩn náu trong thí dụ của ta. Tuy 
nhiên, ta hãy nghiên cứu ẩn ý đó. Ta sẽ áp dụng tư tưởng đó vào trường hợp 
đơn giản tương tự và xem nó giúp ta giải bài toán ra sao. Đây là một thí dụ dễ. 

Trên đường thẳng đã cho, tìm điểm cách một điểm đã cho mội khoảng cách 
ngắn nhất. 

Ta hãy dùng các kí hiệu thích hợp: 

A là điểm đã cho, 
a là đường thẳng đã cho. 

Ta hiểu ngầm là điểm A không nằm trên đường thẳng ø đã cho. Cần tìm 
khoảng cách ngắn nhất từ A tới a. 

Ai cũng biết cách giải rồi. Hãy tưởng tượng rằng bạn bơi trong biển lặng 
sóng: lúc đó bạn ở điểm A; đường ø là bờ biển hoàn toàn thẳng. Đột nhiên, bạn 
cảm thấy sợ và muốn bơi vào tới đất liền càng nhanh càng tốt. Đâu là điểm của 
bờ biển gần nhất? Không cần suy nghĩ nhiều, bạn cũng biết điểu đó. Con chó 
hay con bò bị ném xuống nước thì ngay tức khắc bơi theo đường vuông góc từ 
A tới a. - 

Tuy nhiên, mục đích của ta không phải chỉ là tìm lời giải mà còn là nghiên 
cứu ý tổng quát giúp ta tìm được lời giải đó. Đại lượng mà ta muốn tìm cực tiểu 
là khoảng cách từ điểm biến thiên đến điểm đã cho A. Khoảng cách đó phụ 
thuộc vị trí của điểm biến thiên. Đường đồng mức của khoảng cách đó, cố nhiên 
là các đường tròn đồng tâm A. "Con đường đã định trước" là đường thẳng a đã 
cho. Cực tiểu không đạt được ở điểm mà con đường định trước cắt đường đồng 
mức. Thật vậy, nó đạt ở một điểm (duy nhất) tại đó con đường định trước tiếp 
xúc đường đồng mức (ở điểm M trên hình 8.4). Khoảng cách ngắn nhất từ điểm 
A đến đường thẳng ø là bán kính đường tròn tâm A và tiếp xúc với z, điều mà ta 
đã biết từ đầu. Nhưng dầu sao, ta cũng đã học được một cái gì đó. Ý tổng quát 
bây giờ hình như rõ ràng hơn và đề nghị bạn đọc làm cho nó hoàn toàn sáng tỏ. 
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Nhớ lại, rành mạch các nét chung của các bài toán trên, tất nhiên ta cố tìm 
được những bài toán tương tự mà ta có thể áp dụng lược đồ giải như vậy. Đầu 
tiên, ta đã xét một điểm biến thiên trên mặt phẳng và tìm cực tiểu hay cực đại 
của hàm số của điểm đó trên con đường đã định trước. Song, ta có thể xét một 
điểm biến thiên trong không gian và tìm cực tiểu hay cực đại của hàm số trên 
mặt đã định trước. Trên mặt phẳng đường tiếp tuyến đồng mức có vai trò đặc 
biệt. Sự tương tự khiến ta hi vọng rằng trong không gian, mặt tiếp diện đồng 
mức cũng có vai trò tương tự. 


4. Các thi dụ 
Ta hãy xét hai thí dụ có thể giải bằng cùng một phương pháp nhưng lại có 
rất ít điểm giống nhau. 
L) Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai đường thẳng chéo nhan đã cho. 
Ta kí hiệu: 
a và b là hai đường thẳng chéo nhau đã cho, 
X là điểm biến thiên trên đường thẳng a, 
Y là điểm biến thiên trên đường thẳng b; 
xem hình 8.5. Cần xác định một vị trí của đoạn thẳng XY sao cho đoạn thẳng 
này là ngắn nhất. 


` 


Hình 8.4. Mộ: tiến tuyển đồng mức khác Hình 8.5. Hai đường thẳng chéo nhau 





Khoảng XY phụ thuộc vị trí hai đầu X và Y của đoạn thẳng XY, chúng đều 
là những điểm biến thiên. Có hai điểm biến thiên chứ không phải chỉ có một, 
và đó chính là khó khăn đặc trưng của bài toán. Nếu như một trong hai điểm 
này đã biết, đã cố định, không thay đổi, chỉ còn có điểm kia thay đổi thì bài 
toán có lẽ cũng dễ. Thực ra, bài toán cũng không phải mới lạ, nó giống hệt bài 
toán vừa mới giải (§3). 


10 THSLCL 145 


Ta tạm thời cố định một trong các điểm biến thiên ban đầu, Y chẳng hạn. 
Khi đó, đoạn thẳng XY sẽ nằm trong mặt phẳng đi qua điểm cố định Y và 
đường thẳng đã cho z và chỉ có một trong hai đầu của nó, X là biến đổi, chạy 
dọc đường thẳng z. Rõ ràng là độ dài đoạn XY sẽ cực tiểu khi đoạn thẳng này 
vuông góc với a (do §3, hình 8.4). 

Nhưng ta có thể đánh đổi vai trò của hai điểm X và Y. Bây giờ, ta cố định 
X và chỉ cho điểm Y thay đổi. Rõ ràng là đoạn thẳng XY sẽ thành ngắn nhất 
khi nó vuông góc với ð. 

Vị trí cực tiểu của đoạn XY hiển nhiên không phụ thuộc vào cao hứng của 
ta và vào chỗ ta gắn cho các điểm X và Y vai trò nào, và như vậy, ta có thể cảm 
thấy rằng ở vị trí đó đoạn thẳng vuông góc cả với z lẫn với b. Ta hãy xét kĩ hơn 
tình huống này. 

Trong thực tế, chứng minh trên đã trực tiếp chỉ ra vị trí của cực tiểu không 
thể ở chỗ nào (và nó chỉ gián tiếp vạch ra vị trí cực tiểu phải ở chỗ nào). Tôi 
khẳng định rằng vị trí mà tại đó, đoạn thằng XY không vuông góc với đường 
thẳng ø tại điểm X, không phải là vị trí của cực tiểu. Thực tế, tôi cố định điểm 
Y và chuyển điểm X đến một vị trí khác sao cho XY trở thành vuông góc với a, 
và như vậy, tôi làm cho đoạn thẳng XY ngắn hơn (căn cứ vào §3). Suy luận đó 
rõ ràng cũng có thể áp dụng được đối với Y như nó đã được áp dụng đối với X 
và vì vậy ta thấy; chiếu dài đoạn thẳng XY không thể cực tiểu nếu đoạn thẳng đó 
không vuông góc cả với a và b. Nếu khoảng cách ngắn nhất tồn tại thì nó phải 
đạt được đốt với đường thẳng uuông góc chung của hai đường thẳng đã cho. 

Ta không nên vội tin. Quả vậy, thoạt tiên ta có thể thấy rằng đường vuông 
góc chung thực tế là khoảng cách ngắn nhất. Ta giả sử rằng, trên hình 8.5, mặt 
phẳng của hình vẽ song song với cả hai đường thẳng đã cho z và b (ø ở cao 
hơn, b thấp hơn). Ta có thể coi bất kì điểm hay đường thẳng nào trong không 
gian như được biểu diễn trên hình 8.5 bằng hình chiếu vuông góc của nó. Chiều 
đài thực sự của đoạn thẳng XY bằng cạnh huyền của tam giác vuông: cạnh thứ 
hai của nó là hình chiếu vuông góc của đoạn thẳng XY, biểu diễn trên hình 8.5; 
cạnh thứ ba là khoảng cách ngắn nhất giữa hai mặt phẳng song song, một trong 
các mặt phẳng đó qua z, mặt kia qua b và cả hai song song với mặt phẳng của 
hình vẽ, cạnh thứ ba vuông góc với mặt phẳng này. Do đó, hình chiếu của đoạn 
thẳng XY biểu diễn trên hình 8.5 càng ngắn khi chiếu đoạn thẳng XY càng 
ngắn. Hình chiếu của đoạn XY quy về một điểm, chiều dài của nó bằng O và, 
như vậy, chiêu dài của XY đạt cực tiểu khi và chỉ chi XY vuông góc với mặt 
phẳng của hình vẽ, tức là với cả hai đường thẳng z và b. 

Như vậy, ta đã xác nhận trực tiếp điều mà trước đây ta đã phát hiện bằng 
phương pháp khác. 
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2) Tìm cực đại của diện tích äa giác nội tiếp trong một đường tròn đã cho 
và có số cạnh đã cho. 

Cho một đường tròn. Trên đường tròn đó ta cần chọn ø đỉnh U,..., W, X, Y 
và Z của đa giác sao cho diện tích là cực đại. Cũng như trong bài toán (1) ở 
trên, khó khăn chính có lẽ là ở chỗ có nhiều biến (các đỉnh U,..., W, X, Ý và 
Z). Nào, hãy thử đùng phương pháp đã được xây dựng ở bài toán trước. Thực 
chất của phương pháp đó là gì? 





Hình 8.6. Tơm giác có diện tích cực đại 


Ta coi bài toán như đã giải gần xong. Ta hình dung rằng, ta đã có được vị 
trí cần tìm của tất cả các đỉnh, trừ một đỉnh X chẳng hạn; ø — 1 điểm khác, L/.... 
W, Y và Z đã được cố định, mỗi điểm ở vào đúng vị trí của nó, nhưng còn zẩn 
chọn X sao cho diện tích là cực đại. Song, toàn bộ diện tích do hai phần hợp 
thành; đa giác U...WYZ với n — I định đã được cố định, đa giác này không phụ 
thuộc X, và tam giác WWYX phụ thuộc X. Ta tập trung chú ý vào tam giác này, 
điện tích của nó phải trở thành cực đại khi toàn bộ điện tích trở thầni: cực đại; 
xem hình 8.6. Đáy WY của tam giác WYX đã được cố định. Nếu đỉnh X di 
chuyển theo đường song song với WY thì điện tích vẫn không thay đổi; những 
đường song song với WY như vậy là những đường đồng mức. Ta hãy chọn tiếp 
tuyến đồng mức: tiếp tuyến với đường tròn song song với đáy WY. Điểm tiếp 
xúc của nó rõ ràng là vị trí của đỉnh X làm cho diện tích tam giác WYX thành 
cực đại. Khi ở vị trí đó, tam giác trở thành cân, WX = WY. Nếu diện tích đa 
giác cực đại thì hai cạnh kể phải bằng nhau. Nhưng lí luận đó cũng có thể áp 
dụng vào mọi cặp cạnh kể: khi điện tích đạt được cực đại tất cả các cạnh phải 
bằng nhau và như vậy, đa giác nội tiếp có điện tích cực đại phải là đa giác đều. 


5. Lược đề biến đổi từng phần 


Khi so sánh hai thí dụ nghiên cứu ở đoạn trên ($4), ta phát hiện dễ dàng 
một vài nết chung và lược đồ chung để giải bài toán. Trong cả hai bài toán, ta 
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đã tìm được cực trị (cực đại hay cực tiểu) của đại lượng phụ thuộc một số yếu 
tế biến thiên. Trong cả hai bài giải, ta tạm thời cố định tất cả các yếu tố biến 
thiên, trừ rmmột yếu tố và nghiên cứu hiệu quả của sự biến đổi của yếu tố duy 
nhất đó. Sự biến đổi đồng thời của tất cả các yếu tố biến thiên, hay sự biến đổi 
đầy đủ thì không dễ dàng như thế. Bằng cách nghiên cứu sự biến đổi từng phần, 
khi chỉ một yếu tố biến đổi còn các yếu tố khác được cố định, ta đã giải được 
những bài toán của ta. Đó chính là nguyên tắc làm cơ sở cho cách thức hành 
động của ta: hàm số ƒ nhiều biến không thể đạt cực đại đối với toàn bộ tất cả 
các biến của nó nếu không đạt được cực đại đối với mỗi biến riêng biệt. 

Lời khẳng định đó quá chung mặc dù về một phương diện lại là một hạn chế 
không cần thiết: nó gắn quá chặt tới các thí dụ trên, trong đó ở mỗi thời điểm đã 
cho ta chỉ biến đổi có một yếu tố. Song, ta có thể hình dung rằng trong các thí dụ 
khác, có thể có lợi hơn nếu cho biến đổi đồng thời đúng hai yếu tố hay ba yếu 
tố... và cố định các yếu tố khác. Trong các trường hợp như vậy có lẽ nói tới 
"biến đổi từng phần" còn tự nhiên hơn. Quan niệm tổng quát bây giờ đã khá rõ, 
và sau một thí dụ nữa, bạn đọc có thể tự mình làm cho nó hoàn toàn sáng tỏ. 

Đoạn thẳng có chiêu dài I được chia làm n phần. Tìm cực đại tích của n 
phần đó. 


Giả sử, xị, xa...., x„ là chiều đài của ø phần đó; xị, xạ...., x„ là các số dương 
với tổng đã cho: 
Xịi+*X*¿+...+xp=Í, 
Cần làm cho tích x¡x;...x„ thành cực đại. 
Đầu tiên, ta hãy nghiên cứu trường hợp riêng đơn giản nhất; cho tổng xị + x; 
của hai đại lượng dương: tìm cực đại của tích x¡x; của chúng. Ta có thể coi xị 
và x; như các cạnh kể của một hình chữ nhật và phát biểu bài toán dưới dạng 


sau hấp dẫn hơn: cho biết chu vi L của một hình chữ nhật; tìm cực đại của diện 
tích của nó. Thật vậy, tổng của hai cạnh vừa nêu đã biết: 


T1 
+I + 32 = 2 3 
Ta đoán ngay: diện tích thành cực đại khi hình chữ nhật là hình vuông. 
Có thể kiểm tra dễ dàng lời dự đoán đó. Mỗi cạnh của hình vuông với chu vi 
L bằng: 
* _—*i +tX¿ 
4 2ˆ 
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Ta phải chứng minh rằng, diện tích hình vuông lớn hơn diện tích hình chữ 
nhật, hay nói cách khác, hiệu của chúng: 


2 
(22) Tu 





2 


là dương. Điều đó có thể như thế được không? Bảng cách biến đổi đại số đơn 
giản, ta sẽ được: : 





Nhìn qua công thức này cũng thấy rõ cả. Vế phải đương nếu x¡ không bằng 
x¿ và nếu hình chữ nhật không phải là hình vuông. 

Nói gọn hơn, diện tích hình chữ nhật với chu vi đã cho thành cực đại khi 
hình chữ nhật là hình vuông, tích hai đại lượng dương với tổng đã cho, trở 
thành cực đại khi hai đại lượng này bằng nhau. 

Ta hãy cố sử dụng trường hợp riêng mà ta vừa giải xong, coi nó như một 
bậc thang để giải bài toán tổng quát. Ta coi bài toán như giải gần xong. Ta hãy 
hình dung rằng, ta tìm được giá trị của tất cả các phần, trừ hai phần đầu xị và 
xạ. Như vậy, ta coi xị và x; là biến đổi, còn xạ, xa..... x„ không biến đổi. Tổng 
của hai phần biến đổi thì không đổi. 


XỊ +Xạ = Ï— X3 — X4 —... — Xụ 


Hơn nữa, tích tất cả các phần: 
XIXa(xaxa...X„) 

không thể trở thành cực đại nếu tích xịxạ của hai phần đầu không trở thành cực 
đại. Song, điểu đó yêu cầu x¡ = x;. Nhưng không có lí do nào để cắt nghĩa tại 
sao bất kì từng cặp khác của các phần lại không phải như thế. Cực đại tìm được 
của tích không thể đạt được nếu tất cả các đại lượng có tổng đã cho lại không 
bằng nhau. Ta trích dẫn Colin Maclaurin (1698 - 1746) là người đã suy luận 
như sau: "Nếu chia đường AB thành một số phần tuỳ ý AC, CD, DE, EB thì tích 
tất cả các phần đó, nhân phần nọ với phần kia, sẽ cực đại khi các phần này 
bằng nhau". 

Phân tích chứng minh trên, bạn đọc có thể học tập được nhiêu điều sâu sắc. 
Chứng minh đó là hoàn toàn như ý chưa? 
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6, Định lí về trung bình cộng, trung bình nhân và các hệ quả 
đầu tiên của nó 


Ta hãy nghiên cứu kết quả của đoạn trên. 


Giả sử: Xi+xXa+...+xụ=Í 
] h 
khi đó: XịXaXs...K„ < (-) 
n 
S Kiểu Trẻ Ỉ ¬- › z erủ 
nếu điều kiện xị = x¿ = x: =... = x„ = — không được thoả mãn. Khử †, ta có thể 
n 


phát biểu kết quả này dưới dạng: 


h 
Xi +x; +... x 
T4; n 
X|Xs...X„ < —“== › 

" 

*ị+xX;+...+x 

hay: Ñ[xiXa...X„ < T— ————DP 
n 


nếu không phải tất cả các đại lượng dương xụ, xạ,..., x„ đều bằng nhau; nếu các 
đại lượng này đều bằng nhau thì bất đẳng thức thành đẳng thức. Vế trái của bất 
đẳng thức trên gọi là trung bình nhân và vế phải là trung bình cộng của các đại 
lượng xt,x;,..,x„. Đôi khi người ta gọi định lí vừa phát biểu là "định lí về 
trung bình cộng và trung bình nhân" hay ngắn gọn hơn, "định lí về trung bình”. 

Định lí về trung bình hay và quan trọng về nhiều phương diện. Điều đáng 
ghi nhớ là có thể phát biểu theo hai dạng khác nhau: 

Tích của n đại lượng dương với tổng đã biết trở thành cực đại khi tất cả các 
đại lượng đó bằng nhau. 

_ Tổng của n đại lượng với tích đã biết trở thành cực tiểu khi tất cả các đại 
lượng này bằng nhau. 

Trong công thức đầu, ía nói về cực đại, trong công thức sau - về cực tiểu 
tương ứng. Kết luận của đoạn trên thuộc vẻ công thức thứ nhất. Biến đổi có hệ 
thống kết luận đó, ta có thể đi đến công thức thứ hai. Song, đơn giản hơn là 
nhận xét rằng, bất đẳng thức giữa các trung bình bao hàm đồng thời cả hai 
công thức: muốn có công thức này hay công thức đã biết. Ta có thể gọi hai 
công thức này (thật ra tương đương) là những công thức liên hợp. 

Định lí về các trung bình giúp ta giải nhiều bài toán hình học về cực đại và 
cực tiểu. Ở đây, ta chỉ xét một thí dụ (các bạn có thể tìm thấy ở cuối chương 
này nhiều bài tập khác). 


150 


Cho biết diện tích mặt ngoài một chiếc hộp. Tìm giá trị cực đại của thể tích hộp. 

Tôi dùng từ "chiếc hộp" thay cho từ "hình hộp chữ nhật” vì từ "chiếc hộp" 
diễn đạt đầy đủ và ngắn hơn nhiều so với thuật ngữ chính thức. 

Có thể thấy trước lời giải một cách để dàng và vì ta đã thấy trước nên lời 
giải sẽ dễ dàng quy về định lí vẻ trung bình. Giả sử a, b, c là chiều đài của ba 
cạnh hộp, xuất phát từ cùng một đỉnh. 

$ là diện tích bề mặt, V là thể tích. 

Rõ ràng là: 

=2 (ab + ac +bc), V =abc. 

Sau khi nhận xét rằng tổng ba đại lượng a6, øc và bc bằng 5/2, còn tích của 

chúng bằng VỶ, tất nhiên, ta nhớ tới định lí trung bình: 


3 3 
V2 ~ (abeŸ < e + ñ + *) _ B 


nếu không xảy ra đẳng thức: 
ab = ac = be tức a=b =c. 
Nói cách khác: . 


3 
V< (Š : 

:) 
nếu chiếc hộp không phải là hình lập phương; còn nếu là hình lập phương thì ta 
có đẳng thức. Ta có thể phát biểu kết quả theo hai đạng khác nhau (thật ra là 
tương đương): 

Trong tất cả các hộp có diện tích mặt ngoài đã cho, hình lập phương có thể 
tích lớn nhất. 

Trong tất cả các hộp có thể tích đã cho, hình lập phương có diện tích mặt 
ngoài lớn nhất. 

Cũng như ở trên, ta có thể gọi hai công thức này là công thức liên hợp và 
một trong hai công thức liên hợp này nói về cực đại, còn công thức kia nói về 
cực tiểu. 

Việc áp dụng định lí về trung bình nói trên cũng có những ưu điểm của nó. 
Ta có thể coi nó như một lược đồ và tập hợp lại các trường hợp mà định lí về 
trung bình có thể áp dụng rnột cách tương tự. 
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CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG VIII 


PHẦN MỘT 


Khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất trong hình học phẳng. Tìm khoảng cách 
nhỏ nhất giữa (1) bai điểm, (2) một điển và một đường thẳng, (3) hai 
đường thẳng song song. 

Tìm khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất giữa (4) một điển và một đường 
tròn, (5) một đường thẳng và một đường tròn, (6) hai đường tròn. 

Lời giải trong tất cả các trường hợp đều hiển nhiên. Ít ra trong một vài 
trường hợp hãy nhớ lụi các chứng mình xơ cấp. 

Những khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất trong hình học không gian. Tìm 
khoảng cách nhỏ nhất giãa (1) hai điểm, (2) một điểm và một mặt phẳng, 
(3) hai mặt phẳng song song, (4) một điểm và một đường thẳng, (5) một 
mặt phẳng và một đường thẳng song song, (6) hai đường thẳng chéo nhau. 


Tìm khoảng cách nhỏ nhất và lớn nhất giữa (7) một điển và một mặt cầu, 
(8) một mặt phẳng và một mặt cầu, (9) hai mặt cầu. 

Các đường đồng mức trên mặt phẳng. #lấy xét khoảng cách từ một điểm 
biến thiên tới (1) một điển đã cho, (2) một đường thẳng đã cho, (3) một 
đường tròn đã cho. Các đường đồng mức sẽ ra sao? 

Các mặt đồng mức trong không gian. Hãy xét khoảng cách từ một điển 
biến thiên tới (]) một điểm, (2), một mặt phẳng đã cho, (3) một đường 
thẳng đã cho, (4) một mặt câu đã cho. Các mặt đẳng mức sẽ thế nào? 
Dàng các đường đồng mức, trả lời các câu hỏi ở thí dụ 1. 

Dàng các mặt đồng mức, trả lời các câu hỏi ở thí dụ 2. 

Cho hai cạnh của tam giác. Dùng các đường đồng mức, tìm cực đại của 
diện tích. 

Cho cạnh và chu vì của tam giác. Dùng các đường đồng mức, tìm cực đại 
của điện tích. 

Cho diện tích hình chữ nhật. Dùng các đường đồng mức, từm cực tiểu của 
chu vì. Giả sử (0; 0), (x; 0), (0; y), (x; y) là bốn đỉnh của hình chữ nhật 
trong hệ toa độ vuông góc, hãy sử dụng hình học giải tích. 

Nghiên cứu mệnh đề sau đây: "Khoảng cách ngắn nhất từ một điểm đã cho 
tới một đường cong đã cho là độ dài đường vuông góc từ điểm đã cho tới 
đường cong đã cho". 


11. Nguyên tắc đường đồng mức tương giao. Hãy xét hàm ƒ của điểm biến thiên 
trên mặt phẳng, cực đại và cực tiểu của hàm ƒ trên đường đã định trước và 
đường đồng mức của hàm ƒ, phân cách hai vùng của mặt phẳng, ở một 
trong các vùng đó, ƒ có giá trị lớn hơn, còn ở vùng kia - có giá trị nhở hơn 
giá trị ở ngay trên đường đồng mức. : 

Nếu đường đã định trước cắt đường đồng mức này thì ở giao điểm hàm ƒ 
không có cực đại cũng không có cực tiểu. 

12. Bản đô khoanh vùng ở hình 8.7 biểu diễn đỉnh B và đèo (hoặc điểm yên 
ngựa với mặt phẳng tiếp xúc nằm ngang) P. Đi trên một vùng như vậy, có 
phải nhất định bạn sẽ tới điểm cao nhất trên con đường đi của mình ở điểm 
mà đường đi này tiếp xúc đường đồng mức không? 





Hình 8.7. Các đường đồng mức trên bản đỗ khoanh vùng 


13. Giả sứ A và B là hai điểm dã cho, X là điểm biến thiên trên mặt phẳng. Góc 
AXB là hàm của biến thiên X. Góc này có thể có giá trị từ 0” đến 180” (buo 
gồm cả giá trị biên). 

(1) Hãy mô tả đầy đu đường đồng mức. (2) Trong hai đường đồng mức khác 
nhau, đường nào ứng với giá trị lớn hơn của góc? 

Bạn có thể sử dụng hình 8.1 và 8.3 nhưng cần nhớ rõ ràng bây giờ bạn có 
thể nhìn đoạn thẳng AB từ cả hai phía. 
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14 


15 


16 


17. 


18 


19. 


20. 


21 


22 


23 


Œ) 


, Xét hình 8.1, 8.2, 8.3, lấy góc AXB như ở thí dụ I3 và tìm cực tiểu của nó 
trên I. Kết quả có phù hợp với nguyên tắc của thí dụ 11 không? 
Cho thể tích một hình hộp (hình hộp chữ nhật). Sử dụng sự biến đổi từng 
phần, tìm cực tiểu của diện tích mặt ngoài của nó. 
- Trong tất cá những tam giác với chu vì đã cho, tam giác nào có diện tích 
lớn nhất? Thí dụ 8. 
Trong tất cả các tứ diện nội tiếp một hình câu đã cho, tứ diện nào có thể 
tích lớn nhất? Bạn có biết bài toán nào có liên quan tới bài toán này không? 
, Cho độ dài a, b, c của ba cạnh một tứ diện, cùng xuất phát từ một dình, 
Tìm cực đại của thể tích tứ diện. Bạn có biết bài toán nào tương tự không? 
Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hình cầu và hình trụ (tròn xoay, dài 
nô rận). 
Tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai hình trụ có trục chéo nhau. 
. Nghiên cứu điều khẳng định "Khoảng cách ngắn nhất giữa hai mặt đã cho 
là độ dài của đường vuông góc chung t với hai mặt". 
Nguyên tắc biến đổi từng phần. Hàm f{X,Y.Z,...) nhiều biến X, Y, Z... đạt tới 
cực đại khi X= A, VY=B,Z=(C... Khi đó hàm F(X,B,C,...) của một biển X 
đạt tới cực đại khi X= A, và hàm f[X,VŸ,C...) của hai biến X và Y đạt tới cực 
đại khi X=A,VY=B,vv... 
Hàm nhiều biến không thể đạt cực đại với toàn bộ các biến nếu nó không 
đạt cực đại đối với một tập hợp con bất kì của các biến. 


. Sự tồn tại của cực trị. Cá nguyên tắc đường đồng mức và nguyên tắc biển 
đổi từng phần thường chỉ cung cấp cha ta "một thông tin phú định. Chúng 
trực tiếp chỉ ra rằng ở những điển nào hàm đang xét ƒ không thể cá cực 
đại, còn ta phải từ đó rút ra ở đâu Ƒ có thể đạt cực đại. Vấn để ƒ phải dạt 
cực đại ở một nơi nào đó không thể suy ra từ riêng các nguyên tắc đó được. 
Song, đôi khi ta có thể say ra được sự tôn tại của cực đại bằng cách thay 
đổi một chút lập luận. Ngoài ru, sự tổn tại của cực đại thường thì suy ra từ 
các định lí tổng quát về hàm liên tục của nhiều biến”). Dà sao chẳng nữa, 
mỗi lần mà về phương diện trực giác cực đại hình như đã tôn tại hiển nhiên 
thì ta có đủ cơ sở để hì vọng rằng một biện pháp đặc biệt nào đó hay một 
định lí tổng quát nào đó sẽ thích hợp để chứng mình sự tôn tại của nó. 


Hàm nhiều biến, liên tục trên một tập hợp đóng và giới nội sẽ đạt cận trên và cận dưới. 
Điều đó khái quát hoá định lí 2 trong quyền "Giáo trình toán học thuần tuý" (rang 192) 
của Hardy, 
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24. Biến dạng lược đồ biến đối từng phần: Quá trình vô tận. Tìm cực đại của 
tích xyz nếu cho biế† x + y +z = 1. 
Ta hiểu ngâm rằng x, y và z là các số đương và Ì là đã cho. Bài toán này là 
trường hợp riêng của bài toán ở §5. 
Theo phương pháp đã dùng ở đó, ta hãy cố định một trong ba số x, y và z, 
còn ta biến đổi hai số kia sao cho chúng bằng nhau; như vậy, tích của 
chúng sẽ tăng. Ta sẽ bắt đầu từ mội hệ đã cho nào đó (x, y. z); thực hiện 
việc biến đổi nói trên, ta chuyển sang hệ khác (zạ, yụ, z¡); sau đó sang hệ 
mới (xạ, yạ, zạ) và từ đó sang (xạ, yy, z3) v.v... Ta sẽ lần lượt giữ cho một 
trong ba số đó không thay đổi; đầu tiên là x, sau là y, sau đó là z, rồi lại x, 
san đó y, z, sau đó lại x, v.v... Như vậy là giả thiết: 





v+øz 
Xi: = X,ỳ =7¡ = 
1 1 1 2 

_ 2 tử 
J2 =2 T2 TT , 
— _v„ 1? 
⁄4= 72,14 = ya = 2.7 
_—y y _—x _ 3T 
Xạ — đua TẾ TT T2 


“ 


Mỗi bước không làm biến đổi tổng nhưng làm tăng tích: 
x+ty+z=x,+y;†+z;=xạ+yy+z:=... 
XyZ SXIY1Z4 32272 
Ta giả thiết rằng y #z và xị z#z¡ (đó không phải là trường hợp đặc biệt; 
trong trường hợp đặc biết ta sẽ đi đến kết quả dễ đàng hơn nhiều). Tất 
nhiên có thể hị vọng rằng khi n tăng, ba số x„, y„ và z„ sẽ sai khác nhau 
càng ngày càng ít đi. Nếu ta có thể chứng mình rằng, cuối cùng: 


linx„ = lim y„ = limz„ 
n—>mo 


nu „yu„n 





thì lập tức ta sẽ có thể kết luận rằng: 
xyz < limx,y,z, =(⁄3}. 
ñ->œ 
Như vậy, ta tốn nhiều công sức mới được kết quả nhưng không cần giả thiết 
trước rằng cực đại tồn lại. 


Chứng mình rằng: limx„ = lim y„ = limz„. 
tro+o tị ro 


HT» 
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25. Biến dạng khác của lược đồ biến đổi từng phần: quá trình hữu hạn. 72 /¿i 
xét thí dụ 24 nhưng bây giờ sử dụng một biến dạng phức tạp hơn của 
phương pháp §5. 

Giá sứ ! = 3A. Như vậy, A là trung bình cộng của cắc số x, y, z và tạ cố: 
(xđ—A)}+(y-—-AJ+(z—A)}=0. 
Có thể xảy ra là x = y =z. Nếu không như vậy thì một trong các hiệu ở về 
trái đẳng thức phải âm, còn một hiệu sẽ dương. Ta chọn kí hiệu sao cho: 
: y<Á<z. 
Ta chuyển từ hệ (x, y, z) sang hệ (x', y', z') bằng cách đặt: 
x'=x,y=A,z'=y+(z—A); 
ta đã để đại lượng thứ nhất không thay đổi. Khi đó: 
x†+ty+z=x+y+z. 
và: 
y2zˆ—y2z =A(y+z —A)T— yz =(A —y)(z—A)>0 
$ao cho: 
xyz <Xxy 7” 
Có thể xảy ra là x'=y'=z'. Nếu không như vậy thì ta sẽ chuyển từ (x, y 2) 
sang (x", y", z") bằng cách đặt: 


1 Ù 
„ # „” Ho Z+x 





điều đó dẫn đến: 
x“=y =z"=ÁA 
và (như ta đã biết ở §5) tích lại tăng, sao cho: 
3 
Xyz <xYy?7 <x y"z"= AÌ= (1) - 
Ta đã chứng mình kết quả mong muốn mà không cần giả thiết về sự tôn tại 
của cực đại và không cần xết giới hạn. 
Hãy chứng mình định lí về trung bình (§6) ở dạng tổng quát với n đại 
lượng, bằng cách mở rộng thích hợp phương pháp này. 
26. Sự so sánh bằng đồ thị. Cho P là điểm nằm bên trong tam giác đều với 
chiêu cao Ì, còn x, y và z là khoảng cách từ điểm P tới ba cạnh tam giác; 
xem hình 3.58. Khi đó: x + y+z =lL 
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27. 


28. 


29 


30. 


(Tại sao?). Các số x, y và z là toạ độ tam giác của điểm P. Ta có thể coi 
bất kì hệ ba số dương x, y và z nào với tổng số Ì như là những toạ độ tam 
giác của một điểm xác định đơn trị ở bên trong tam giác. 

Dáy (x, Y, 2), (Xạ, Ya, 2L, (X;, Y2, Z2)... 

xét ở thí dụ 24, được biểu diễn trên hình 8.9 bằng dãy các điểm. Các đoạn 
thẳng, nối các điểm lân cận, lần lượt song song với các cạnh khác nhau của 
tam giác: với cạnh thứ nhất, thứ hai, thứ ba, sau đó lại với cạnh thứ nhất,...; 
đầu mỗi đoạn thẳng luôn ở trên đường cao của tam giác (Tại sao?). 

Quá trình của thí dụ 25 được biểu diễn bằng ba điểm và hai đoạn thẳng 
(Thế nào?). 


Hình 8.8. Các roaạ độ tam giác Hình 8.9, Các bước liên tiếp tiến gần đến tâm 


Nghiên cứu lạt lí luận của §4 (2) và biến dạng lí luận đó, lấy trước tiên thí 
dụ 24, rồi thí dụ 25 làm mẫu. 


Điều kiện cần để hàm ƒ(x, y, z) có ở điểm (a, b, c) một giá trị cực đại hay 
cực tiểu là với x = a, y = b, z = c, các đạo hàm riêng: 

3ƒ 2ƒ öƒ 

ổx ổy ổz 
bằng 0. 


Cách chứng minh thông thường của định lí này là thí dụ về một trong các 
lược đã của chúng ta. Lược đồ nào? 

Thành lập điều kiện cần đã biết rõ (biểu diễn qua các đạo hàm riêng) về 
giá trị cực đại hay cực tiểu của hàm ƒ(x,y) với điều kiện phụ (hay bổ sung) 
là x và y liên kết bằng phương trình g(x,y) = 0. Giải thích quan hệ với lược 
đồ tiếp tuyến đồng mức. 

Nghiên cứu lại trường hợp nói trong thí dụ 12 dưới ánh sáng của điều kiện 
của thí dụ 19. Có gì mâu thuẫn không? 
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31. 


32. 


33. 


Thành lập điều kiện cần đã biết rõ về giá trị cực đại và cực tiểu của hàm 
ƒ{x, y, z) với điêu kiện phụ (x, y, z) = 0. Giải thích quan hệ với lược đồ tiếp 
điện đồng mức. 

Thành lập điều kiện cần đã biết rõ về vị trí cực đại hay cực tiểu hàm ƒ(x, y, z) 
với hai điều kiện phụ cùng thoả mãn đồng thời g(x, y, z) = 0 và h(x, y, z) =0. 
Giải thích quan hệ với lược đồ tiếp diện đồng mức. 


PHẦN HAI 


Các thuật ngữ và kí hiệu dùng ở dưới được giải thích trong thí dụ 12 mà 
các bạn cần đọc trước tiên. 

Đa giác và da điện. Diện tích và chu vi. Thể tích và mặt. Đối với các đa 
giác ta vẽ hay dũng các kí hiệu saM: 

A là diện tích và L là độ dài chu vị. 

Đối với hình đa diện ta xế gọi: 

V là thể tích và S là diện tích mặt. 

Ta xế nghiên cứu các bài tập về cực đại và cực tiểu liên quan tới A và L 
huy tới V và $. Người Hy Lạp cổ xưa đã biết các bài toán đó. Chủ yếu ta sẽ 
nghiên cứu các bài tập mà Sưữmon L'HuiHer (Xemôn LuyhHê) và Jacob Sfeiner 
(lacấp Xtáynø) đã nghiên cứu. Các bất đẳng thức đại số sơ cấp, đặc biệt 
định lí về trung bình (§6) rất có ích để giải phần lớn các bài tập sau đây. 
Các bài tập này phần lớn chỉ thuộc về các đa giác đơn giản nhất (tam giác 
và tứ giác) tà về các đu diện đơn giản nhất (hình lăng trụ và hình chóp). 
Ta cần nắm một vài thuật ngữ ít gặp hơn. 

Hai hình chóp ở về hai phía khác nhàu của đáy chung cùng nhau hợp 
thành một hình chóp kép. Nếu đáy có H cạnh thì hình chóp kép có 2n một, 
n+ 2 đỉnh và 3n cạnh. Đáy không phải là mặt của hình chóp kép. 

Nếu tát cả các mặt bên hình lăng trụ đều vuông góc với đáy thì ta gọi hình 
tăng trụ đó là hình lăng trụ đứng. 

Nếu đáy chóp ngoại tiếp hình tròn và đường cao gặp đáy ở tâm hình tròn 
đó thì ta gọi hình chóp đó là hình chóp đứng. 

Nếu hai hình chóp hợp thành một hình chóp kép, là những hình chóp đứng 
và đối vứng với đáy chung thì ta gọi hình cháp kép đó là hình chóp kép đứng. 
Nếu hình lăng trụ, hình chóp hay hình chóp kép không "đứng", ta gọi 
chung là "xiến”. Trong xố năm đa diện đều có một hình lăng trụ, một hình 


158 


chóp, một hình chóp kép: tương ứng đó là hình lập phương, hình tứ diện và 

hình bát diện. Mỗi một trong số ba đa diện này là da diện "đứng" kiểu riêng, 

Ta cũng sẽ nghiên cứu các hình trụ, hình nón và hình nón kép: nếu không 

có quy ước gì khác ta hiểm ngâm rằng đáy của chúng là những hình tròn. 
34. Hình lăng trụ đứng đấy vuông. Trong tất cả các hình lăng trụ đứng đáy 

tông có cùng thể tích đã cho, hình lập phương có bề mặt nhỏ nhất. 

Dàng định lí về trung bình, chứng mình trường hợp riêng đó của định lí đã 

chứng mình (Š6, thí dụ13). 

Các bạn có thể bị hấp dẫn làm như sau: Giả sử V, §, x và y tương ứng chỉ thể 

tích, ciận tích, điên tích mặt, cạnh đáy và đường cao hình lăng trụ. Khi đó: 


Vẽ xỶy, S= 2+ 4xy. 


Áp dụng định lí về trung bình, ta được: 


`2 2 
`) = 2x” + 40) + 42) >2x7 4xy = 8x 
P ..= > 2x“. y. 


Những điều đó không có quan hệ gì với V = x^y - một mối quan hệ có thể là 
có ích, định lí về trung bình hình như không áp dụng được. 

Song đó là sự áp dụng hấp tấp, thiếu suy nghĩ, không thành thục định lí 
này. Hãy thử một kần nữa. Kết luận mong muốn có một nội dụng gì? 

35. Hình trụ đứng. Bạn hãy nhận xét rằng trong số tất cả các hình lăng trụ 
nghiên cứu ở thí dụ 3+, chỉ có hình lập phương là có thể ngoại tiếp hình cầu 
uà chứng mình: Trong tất cả các hình trụ đứng có thể tích đã cho, hình trụ 
ngoại tiếp hình câu có bề mặt nhỏ nhất. Kết luận mong muốn có nội dung gì? 

36. Hình lăng trụ đứng bất kì. Cho biết thể tích hình lăng trụ đứng và dạng 
(chứ không phải kích thước) của đáy của nó. Khi diện tích bê mặt là cực 
tiểu, diện tích đáy chiếm mấy phần cũa diện tích bê mặt? Bụn có biết bài 
toán nào liên quan với bài toán này không? 

37. Hình chóp kép đứng đáy vuông. Chứng mình: Trong tất cả các hình chóp kép 
đứng đáy uuông có thể tích đã biết, hình bát điện đều có bê mặt nhỏ nhất. 

38. Hình chóp kép đứng. Bụn hãy nhận xét rằng hình cầu nội tiếp tiếp xúc mỗi 

mặt của hình bát điện đều ở tâm của mặt, tâm này chia đường cao của mặt 
theo tỉ số Ï: 2 và chứng mình: Trong tất cá các hình nón kép đứng, có thể 
tích đã cho, hình nón kép mà đường sình bị các tiếp điểm với hình cầu nội 


tiếp chỉa theo tÌ xố Ì- 2, có ĐỀ mặt cực tiểu. 
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39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 
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Hình chóp kép đứng bất kì. Cho biết thể tích hình chóp kép đứng và dạng 
(chứ không phải kích thước) của đáy khi diện tích mặt cực tiểu thì diện tích 
đáy chiếm mấy phần của điện tích mặt? 

Cho biết diện tích tam giác. Từm cực tiểu của chu vì tam giác. Có lẽ bạn đã 
đoán trước được kết quả? Nếu bạn muốn thứ áp dụng định lí về trung bình 
thì bạn cần biết biểu thức của diện tích qua các cạnh. 

Cho biết diện tích tứ giác. Tìm cực tiểu của chu vì tứ giác. (Bạn có thể 
đoán trước được kết quả không? Hãy kí hiệu các cạnh tứ giác bằng các chữ 
2, b,c, d, tổng hai góc đối diện bằng e và biểu diễn diện tích A qua a,Ð,C, 
ả và e. Đó là sự khái quát hoá của bài toán giải bằng công thức Heron). 
Hai hình lăng trụ đứng và xiên có thể tích như nhau và cùng một đáy. Khi 
đó hình lăng trụ đứng có bề mặt nhỏ hơn. 

Hai hình chóp đứng và xiên có thể tích giống nhau và cùng một đáy. Khi đó 
hình chóp đứng có bê mặt nhỏ hơn. 

Hai hình chóp kép đứng và xiên có thể tích như nhau cùng một đáy. Khi đó, 
hình chóp kép đứng có bề mặt nhỏ hơn. 

Trong cả ba mệnh đề, đáy của hai vật thể so sánh tràng nhau cả về hình 
dạng và độ lớn (các thể tích tất nhiên chỉ trùng nhau về độ lớn). 

Hãy chọn trong ba mệnh đề này một mệnh đề dễ nhất đối với bạn và chứng 
mình nó. 


Áp dụng hình học và đại số. Chứng mình: 


Nếu Mị, W2,..., Hạy Vị, Vọ,..., Vụ là những số thực, thì: 


5 
Nn +ưỷ +A|m? +y? +... +A(M2 +2 2 A|(M, tạ +... +„)” +(Vị +V¿ +...+„}Ÿ 


và ta có đẳng thức trong và chỉ trong trường hợp mà: 





MịỊ- Vị — H2: Vọạ —... “H„- Vụ. 
Xót trong hệ toạ độ vuông góc n + 1 điểm Pụ, P,, Pạ,.... P„ và độ dài đường 
Chứng mình bất đẳng thức của thí dụ 43 không dựa vào li luận hình học. 
(Trong chứng mình hình học của bất đẳng thức này, trường hợp riêng chủ 
đạo là n = 2). 

Áp dụng đại số vào hình học. Chứng minh: Trong tất cả các tam giác với 
đáy và diện tích đã cho, tam giác cắn có chu vỉ nhỏ nhất (thí dụ 43). 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


33. 


Giả sử V, S, A và L tương ứng chỉ thể tích, diện tích bê mặt, diện tích đáy 
và chu ví đáy của hình chóp P, giả sử Vụ, Sạ, Áo và Lạ là các đại lượng 
tương ứng của một hình chóp khác Pọ. Giả định rằng: 

V=Vfu,A =Aụ,L >Fạ 
và Pọ là hình chóp đứng, chứng mình rằng S >Sg. 
Ta có và chỉ có đẳng thức trong trường hợp nếu L = Lạ và P cũng là hình 
chóp đứng (thí dụ 43). 
Giả sử V, S, A và L tương ứng chỉ thể tích, diện tích bể mặt, diện tích đáy 
và chu vì đáy của hình chóp kép D, giả sử Vọạ, Sạ, Aa và Lạ là các đại lượng 
tương ứng của một hình cháp kép khác Dạ. 
Giả định rằng: 

V=Vạ,A =Aa¿, L >Lạ 
1à Dạ là hình chóp kép đứng, chứn ø@ minh rằng 

5 >%. 

Ta có và chỉ có đẳng thức trong trường hợp khi L = Lạ và D cũng là hình 
chóp kép đứng (thí dụ 45, 46). 
Chứng mình: Trong tất cả các hình lăng trụ có bốn mặt và có thể tích đã 
cho, hình lập phương có bê mặt nhỏ nhất (so sánh với thí dụ 34; khẳng 
định nào mạnh hơn”). 
Chứng mình: Trong tất cả các hình chóp kép 8 mặt có thể tích đã cho, hình 
bát diện đều có bề mặt nhỏ nhất (so sánh với thí dụ 37, khẳng định nào 
mạnh hơn?). 
Chứng mình: Trong tất cả các hình chóp ba mặt có thể tích đã cho, hình tứ 
diện đều có bê mặt nhỏ nhất. 
Hình chóp đứng đáy vuông. Chứng mình: Trong tất cả các hình chúóp đứng 
đáy vuông và có thể tích đã cho, hình chóp mà đáy chiếm 114 bề mặt toàn 
phần có bề mặt nhỏ nhất. 
Hình nón đứng. Chứng mình: Trong tất cả các hình nón đứng có thể tích đã 
cho, hình nón mà đáy chiếm 114 bê mặt toàn phần có bề mặt nhỏ nhất. 
Hình chóp đứng bất kì. Cho biết thể tích hình chóp đứng và dạng (chứ 
không phải là kích thước) đáy của nó. Khi diện tích bề mặt cực tiểu, diện 
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tích đáy chiếm bao nhiêu phần của diện tích bề mặt? (Bạn có biết trường 
hợp riêng nào không”). 

54. Điểm lại một lần nữa các thí dụ khác nhau liên quan tới hình lăng trụ, hình 
chóp và hình chóp kép, bạn hãy nhận xét các tương quan gia chúng và sắp 
xếp các tương quan để thành bảng sao cho dễ thấy sự tương quan của các 
kết quả. Chỉ ra các khuyết điểm mà bạn định bổ khuyết bằng các kết quả 
xau này. 


55. Cái hộp không nắp. Chơ biết tổng 5z của diện tích 5 mặt của'hộp. Tìm cực 
đại của thể tích V (Bạn có biết bài toán nào liên quan với bài toán này 
không? Bạn đã biết sử dụng kết quả hay phương pháp tìm chứ?). 

56. Chậu giặt. Cho biết tổng S¿ các điện tích 4 mặt một hình lăng trụ đứng 3 
mặt. Bỏ đi một mặt bên. Tìm cực đại của thể tích V. 


57. Mảnh vỡ. Cho biết tổng Š; và diện tích ba mặt lân cận từng đôi (tức là của 
hai mặt bên và của một đáy) của một hình lăng írụ đứng đáy là hình tam 
giác. Chứng minh rằng khi thể tích V đạt cực đại, ba mặt này có diện tích 

_ bằng nhau và chúng vHông góc với nhau. (Mánh vỡ của cái gì?). 

58. Cho biết điện tích hình quạt tròn. Tìm giá trị của góc ở tâm sao cho chư vì 
là nhỏ nhất. : 

59. Cho biết diện tích và một góc của tam giác. Tìm cực tiểu (1) của tổng hai 
cạnh giới hạn góc đã cho, (2) của cạnh đối diện với góc đã cho, (3) của cả 
chu vì. 

60. Cho biết góc và một điểm trong mặt phẳng của góc và nằm trong góc. 
Đường thẳng biến thiên đi qua điểm đã cho cắt góc thành một tam giác. 
Tìm cực tiểu của diện tích tam giác này. 

61. Cho biết tổng E của độ dài 12 cạnh một chiếc hộp. Từm cực đại (1) của thể 
tích V của hộp, (2) của bề mặt S của nó. 

62. Bài toán bưu điện. Từn cực đại của thể tích cái hộp nếu biết rằng chiều dài 
và đường bao quanh cộng lạt không vượt quá Ì centrméit. 

63. Bài toán Kepler. Cho biết khoảng cách d từ ung điểm đường sinh của hình 
trụ đứng tới điểm xa nhất của hình trụ. Tìm cực đại của thể tích hình trụ đó. 
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( hương #Xx _ 


TOÁN HỌC VẬT LÍ _ 


1. Sự giải thích quang học 


Các bài toán toán học thường do thiên nhiên, hay đúng đơn do sự giải thích 
thiên nhiên của ta, do khoa học vật lí gợi ra. Thiên nhiên cũng có thể gợi ra cách 
giải bài toán toán học: vật lí cung cấp những chìa khoá mà, nếu phó mặc cho 
riêng mình, có lẽ ta khó mà tìm kiếm ra được. Bức tranh của ta sẽ quá chật hẹp 
nếu ta không nghiên cứu các bài toán toán học do sự nghiên cứu vật lí gợi ra và 
giải bằng diễn giải vật lí. Đây là bài toán đầu tiên, rất đơn giản thuộc loại đó. 

L) Thiên nhiên gợi ra bài toán. Đường thẳng là con đường ngắn nhất giữa 

_hai điểm đã cho. Ánh sáng truyền trong không khí, từ điểm này đến điểm kia, 
đã chọn con đường ngắn nhất đó; kinh nghiệm hằng ngày của ta, hình như cũng 
chỉ ra như thế. Nhưng cái gì xảy ra khi ánh sáng không truyền thẳng từ điểm 
này tới điểm kia mà bị chiếc gương đặt trên đường đi của nó phản chiếu lại, 
ánh sáng có lại chọn con đường ngắn nhất không? Trong các hoàn cảnh ấy, con 
đường ngắn: nhất sẽ ra sao? Nghiên cứu sự truyền ánh sáng dẫn ta đến bài toán 
thuần tuý hình học sau đây. 

Trong mặt phẳng, cho trước một đường thẳng và hai điểm ở cùng một phía 
đối với đường thẳng. Trên đường thẳng đã cho tìm một điểm sao cho tổng các 
khoảng cách từ đó tới hai điểm đã cho là nhỏ nhất. 

Giả sử A và B là hai điểm đã cho (xem hình 9.1). 

¡ là đường thẳng đã cho, 

X là điểm biến thiên trên đường thẳng . 

Ta hãy xét tổng AX + XB của hai khoảng cách hay nói cách khác, chiều 
dài con đường dẫn từ A tới X và từ X tới B. Cần tìm một vị trí của điểm X trên 
đường thẳng / đã cho sao cho chiều dài con đường đó là ngắn nhất. 

Ta đã gặp (§8.2, hình 8.1, 8.2, 8.3) bài toán rất giống như thế. Thật vậy, cả 
hai bài toán cùng có những dữ kiện như nhau và cả ẩn số trong hai trường hợp 
cũng cùng bản chất. Ở đây cũng như ở bài toán đó, ta tìm vị trí của điểm trên 
đường thẳng đã cho, sao cho đạt được một cực trị nào đó. Hai bài toán của ta 
chỉ khác nhau về bản chất cực trị đó. Ở đây ta tìm cực tiểu của tổng các chiều 
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dài của hai đoạn thẳng, ở bài toán kia ta ầm cực đại của góc hợp bởi hai đoạn 
thẳng này. 

Dầu sao, hai bài toán này quan hệ chặt chẽ đến nỗi tất nhiên phải thử dùng 
cùng một phương pháp; khi giải bài tập ở §8.2, ta sử dụng các đường đồng 
mức; bây giờ, ta lại sử dụng các đường đó. 

Ta hãy xét điểm X, không bắt buộc phải ở trên con đường đã cho trước mà 
có thể đi chuyển tự do trên cả mặt phẳng. Điểm X có thể đi chuyển thế nào nếu 
đại lượng AX + XB (mà ta muốn tìm cực tiểu) có giá trị không đổi? Chuyển 
động theo đường elip với tiêu điểm ở A và B. Do đó, các đường đồng mức là 
các elip có cùng tiêu cự (các điểm A và B đã cho). Cực tiểu cần từn đạt được ở 
điểm mà con đường Ì đã cho trước tiếp xúc với elip có tiêu điểm là các điểm đã 
cho A và B (xem hình 9.2). 


X 
Hình 9.1. Con đường nào ngắn nhất Hình 9,2. 7/#2 ruyển đồng mức 


2) Thiên nhiên gợi ra cách giải. Thực tế, chúng ta đã tìm ra lời giải. Song, 
nếu ta không biết một vài tính chất hình học của clip thì lời giải không mang 
lại nhiều lợi ích. Ta lại bắt đầu và cố tìm lời giải cho ta nhiều thông tin hơn. 

Ta hãy hình dung rõ ràng hiện tượng vật lí đã làm nảy sinh ra bài toán. 
Điểm A là nguồn sáng, điểm B là con mắt người quan sát, còn / là vị trí mặt 
phẳng phản xa, ta có thể suy nghĩ về mặt nằm ngang của cái hồ lặng sóng (mặt 
này vuông góc với mặt phẳng hình 9.1 và cắt nó theo đường thẳng /)... Nếu 
điểm X được chọn đúng thì đường gấp khúc AXB biểu diễn đường đi của ánh 
sáng. Qua thí nghiệm, ta đã biết khá rõ đường đó. Ta nghĩ rằng chiều đài của 
đường gấp khúc AXB, khi nó biểu diễn đường đi thực của ánh sáng phản xạ, là 
ngắn nhất. có, 

Mắt bạn ở điểm B và bạn nhìn về phía dưới xuống hồ phản chiếu và quan 
sát trong hồ ảnh của điểm A. Tia sáng mà bạn nhận được không trực tiếp 
truyền từ đối tượng A mà hình như từ điểm nằm dưới mặt hồ. Từ điểm nào? Từ 
điểm A* là điểm phản xa gương của A, đối xứng với A qua đường thẳng ï. 
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Hãy vẽ điểm A*, do thí nghiệm vật lí của bạn gợi ra, vào hình vẽ ! Điểm 
A* này thay đổi bộ mặt bài toán. Ta nhận thấy vô số quan hệ mới (hình 9.3) mà 
ta cần sắp xếp và sử dụng nhanh chóng. Rõ ràng là: 
AX=A*X 
(A*X là ảnh phản xạ gương của đoạn thẳng AX. Bạn cũng có thể dựa vào 
các tam giác bằng nhau ACX, A*CX; đường thẳng / là đường thẳng vuông góc 
chia đôi đoạn thẳng AA*). Do đó: 


AX+XB=A*X+XB 





_ Hình 9.3, Cách giải cho nhiễu thông tin 

Cả hai vế của đẳng thức này trở thành cực tiểu với cùng một vị trí của điểm 
X. Song, vế phải hiển nhiên là cực tiểu khi A*, X và B nằm trên cùng một 
đường thẳng. Đường thẳng là đường ngắn nhất. 

Đó là lời giải (xem hình 9.3). Điểm M, vị trí của cực tiểu của điểm X, là 
giao điểm của đường thẳng / và đường thẳng nối A* và B. Rõ ràng AM và MB 
tạo với / những góc như nhau. Vẽ đường thẳng MN vuông góc với / (song song 
với A*A) ta thấy rằng: 

AMN= BMN. 
Hai góc này bằng nhau là đặc trưng cho con đường ngắn nhất. 
Song, chính đẳng thức: 
góc tới = góc phản xạ 
cũng đặc trưng cho con đường thực của ánh sáng, như ta đã biết qua thực 
nghiệm. Do đó, thật ra, tia phản xạ chọn con đường càng ngắn càng tốt giữa vật 
và mắt. Đó là phát minh của Heron. 

3) So sánh hai lời giải. Xem lại một lần nữa lời giải đã hoàn chỉnh thường 

cững có ích. Trong trường hợp này, điều đó hai lần có ích vì ta có hai lời giải 
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(1) và (2) mà ta có thể so sánh. Cả hai phương pháp giải (hình 9.2 và 9.3) phải 
cho cùng một kết quả (bạn hãy hình dung là hai hình chồng lên nhau). Ta có 
thể tìm được điểm M, lời giải của bài toán của ta về cực tiểu bằng hình elip tiếp 
xúc với / hay bằng hai tia cùng xiên góc như nhau với ¡. Song, dù vị trí tương 
đối của các yếu tố đã cho (hai điểm A, B và đường thẳng ?) ra sao, hai cách 
dựng đó phải phù hợp với nhau. Sự phù hợp của hai cách dựng đó giúp ta suy ra 
một tính chất hình học của elip. 

Hai đường thẳng nối hai tiêu điểm của elip với điểm bất kì nằm trên đường 
elip thì tụo thành hai góc bằng nhau với tiếp tuyến của elip tại điểm đó. 

Nếu ta hình dung elip như một chiếc gương và lưu ý đến định luật phản xạ 
(mà ta vừa xét) thì ta có thể phát biểu tính chất hình học đó một cách khác, 
theo cách giải thích quang học trực quan: Mọi iia sáng xuất phát từ một tiêu 
điểm của gương hình elip sẽ phản xg tới tiêu điểm kia. 


4) Ứng dựng: Phát minh của Heron, mặc dù đơn giản, cũng có một: vị trí 
trong lịch sử khoa học. Đó là thí dụ đầu tiên về ứng dụng nguyên tắc cực tiểu 
khi mô tả hiện tượng vật lí. Đó là một thí dụ hay về tương quan giữa lí thuyết 
toán học và vật lí học. Sau Heron, người ta đã phát biểu ra những nguyên tắc 
tổng quát hơn nhiều về cực tiểu và các tương quan giữa các lí thuyết vật lí học 
và toán học đã được mở rộng rất nhiều, nhưng các thí dụ đầu tiên và đơn giản 
nhất, về một vài phương diện, gây ra những ấn tượng sâu sắc nhất. 

Trong khi nghiên cứu lời giải khá đạt (2), gây ra ấn tượng như vậy, ta phải 
hỏi: Có thể sử dụng được lời giải đó không? Có thể sử dụng kết quả không? Có 
thể sử dụng phương pháp không? Trong thực tế, có một số khả năng. Ta có thể 
nghiên cứu sự phản xa ánh sáng ở gương cong hoặc các phản xạ liên tiếp của 
một dãy gương phẳng hoặc kết hợp kết quả đó với các phương pháp mà ta đã 
nghiên cứu trước v.v... 


Ở đây, ta chỉ xét thêm một thí dụ là bài toán về "trung tâm vận tải". Ba 
thành phố định đắp ba con đường đến trung tâm vận tải chung, trung tâm này 
cần chọn sao cho giá thành toàn bộ của việc xây dựng các đường là nhỏ nhất. 
Nếu ta hết sức đơn giản hoá vấn đề thì ta được bài toán thuần tuý hình học sau 
đây: Cho bu điểm. Tìm điểm thứ tư sao cho tổng các khoảng cách từ điểm này 
đến ba điểm đã cho là nhỏ nhất. 

Giả sử A, B và C là ba điểm (thành phố) đã cho và X là điểm di động trên 
mãi phẳng do các điểm A, B và C xác định. Ta tìm cực tiểu của tổng 


AX+BX+CX. 


Bài toán này hình như có quan hệ với bài toán Heron. Ta cần làm cho hai 
bài toán này xích gần lại nhau, thiết lập giữa chúng mối quan hệ càng chặt chẽ 
càng tốt. Nếu tạm thời ta cố định khoảng cách CX (chẳng hạn ta gọi nó bằng z) 
thì mối quan hệ hình như đã thực sự rất chặt chẽ: ở đây cũng như ở trên kia, ta 
cần tìm cực tiểu của tổng AX + BX của các khoảng cách từ một điểm động tới 
hai điểm cố định. Chỉ khác ở chẽ là, ở đây, X phải chạy trên đường tròn (bán 
kính r, tâm ở C) và ở trên kia là trên đường thẳng. Bài toán trước thuộc về phép 
phản xạ qua gương phẳng và bài toán này thuộc về phép phản xạ qua gương tròn. 

Ta hãy tin vào ánh sáng: nó đủ khả năng tìm được con đường ngắn nhất từ 
A tới gương tròn và từ đó tới B. Nhưng ánh sáng truyền đi sao cho góc tới bằng 
góc phản xạ. Do đó, trong vị trí cần tìm của cực tiểu, đường thắng đi qua C và 
X (xem hình 9.4) phải ch¿¿ đói góc AXB. Do nguyên tắc biến đổi từng phần và 
đối xứng của các điều kiện, các đường thẳng tương ứng cũng phải chia đôi các 
góc AXC và BXC. Ba đường thẳng nối X với A, B và C chia mặt phẳng thành 6 
góc, mà X là đỉnh chung. Nghiên cứu kĩ các cặp góc đối đính trên hình 9.5, ta 
thấy dễ dàng rằng cả 6 góc đều bằng nhau và do đó, mỗi góc đều bằng 60”. Bz 
con đường, xuất phát từ trung tâm vận tải, tạo thành ba góc bằng nhau; góc 
giữa bất kì hai đường nào cũng bằng 120”. 





A B 
TỊT 
ơ 
R|œ 
C 
Hình 9.4. Trung tâm vận tải và gương tròn Hình 9.5. Trung tâm vận tải 


(Nếu ta nhớ rằng phương pháp biến đổi từng phần, mà ta đã sử dụng, có 
một số hạn chế, thì ta có thể phê phán lời giải của ta). 


2, Giải thích cơ học 


Bất kì thành phân nào trong thí nghiệm của ta, các hiện tượng quang học, 
cơ học hoặc các hiện tượng khác nào đó đều có thể gợi cho ta những bài toán 
toán học và các lời giải. Bây giờ ta hãy xét xem đôi khi các nguyên tắc cơ học 
đơn giản có thể giúp ta tìm ra lời giải như thế nào. 
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L) Cho một sợi dây mà hai đầu bị buộc chặt, luồn qua một vòng nặng. Hãy 
tìm vị trí cân bằng. 

Ta-hiểu ngầm rằng sợi dây hoàn toàn mềm (dễ uốn) mà không dãn, không 
tính đến trọng lượng của nó, cái vòng trượt theo sợi dây không bị ma sát và 
kích thước của vòng tròn nhỏ sao cho ta có thể cơi nó như một điểm toán học. 

Giả sử A và B là các đầu dây bị buộc, X là một vị trí bất kì của vòng. Trên 
hình 9,6, sợi dây làm thành một đường gấp khúc AXB. 

Bài toán này có thể giải bằng hai phương pháp khác nhau. 

Thứ nhất, vòng có thể treo lơ lửng càng 
thấp càng tốt (thực tế vòng nặng; nó “muốn” 
càng gần sát đất, nghĩa là càng gần tâm Trái 
Đất, càng hay). Cả hai phần AX và BX của 
sợi dây không dãn đều bị căng và như vậy, đà 
vòng trượt dọc sợi dây, vạch ra một elip với 
tiêu điểm A và B. Rõ ràng là vị trí cân bằng 
là điểm thấp nhất M của elip này, tại đó tiếp 
tuyến nằm ngang. Hình 9.6. Hai điều kiện cân bằng 

Thứ hai, các lực tác dụng vào điểm M của sợi dây phải cân bằng, ở điểm M 
có trọng lượng của vòng và lực căng của sợi dây tác động. Lực căng ở hai phần 
sợi dây, MA và MB, đều bằng nhau và hướng dọc theo sợi dây về A và B. Hợp 
lực của chúng chia góc AMB làm đôi và vì đối lập với trọng lượng của vòng 
nên hướng thẳng đứng. 


M 


Song, cả hai lời giải phải phù hợp. Do đó, các đường thẳng MA và MB 
cùng xiên góc như nhau so với pháp tuyến thẳng đứng của elip, cũng xiên góc 
như nhau đối với tiếp tuyến nằm ngang của elip: H¿i đường thẳng nối hai tiêu 
điểm của elip với một điểm M tuỳ ý trên đường elip, đều xiên góc như nhau đối 
với tiếp tuyển ở điểm M (giữ nguyên chiều dài đoạn thẳng AB nhưng thay đối 
góc xiên của nó đối với đường nằm ngang, ta có thể đặt M ở bất kì vị trí nào ở 
nửa dưới của elip). 

Ta đã tìm được kết quả đã biết [§L (3)] bằng phương pháp mới mà ta có thể 
ứng dụng sau này. 

2) Có lẽ không cần phải biết nhiều về cơ học chúng ta cũng đủ trình độ để 
không những tìm được lời giải của bài toán cơ học nói trên mà còn để tìm được 
hai lời giải, dựa trên hai nguyên tắc khác nhau. Khi so sánh hai lời giải đó, 
chúng ta đi tới một sự kiện hình học lí thú. Liệu ta có thể sử dụng một phần 
nào của những kiến thức cơ học chưa dùng tới đó vào con đường khác không? 
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Nếu gặp may một chút thì ta sẽ có thể hình dung cơ chế giải bài toán về 
trung tâm vận tải nghiên cứu ở trên [§1 (4)]. Ba ròng rọc quay quanh một trục 
(cái đỉnh) đóng trên một bức tường thẳng đứng ở các điểm A, B và C (hình 
9.7). Ba sợi dây XAP, XBQ và XCR trên hình 9.7 luồn qua ba ròng rọc tương 
ứng ở A, B và C. Ba sợi dây được nối ở đầu 
chung X và ở mỗi đầu kia của các sợi dây 
treo các khối nặng tương ứng P, Q và R. 
Các khối P, Q và R nặng bằng nhau. Ta 
phải tìm vị trí cân bằng. 


A 


Tất nhiên ta cần hiểu bài toán với nội 
dung đơn giản hoá như thường làm: các sợi 
dây hoàn toàn mềm và không dãn, ma sát do 
trọng lượng của các sợi dây và kích thước 
các ròng rọc không đáng kể (ta coi các ròng 
rọc như những điểm). Cũng như ở I (]) ta 
có thể giải bài toán bằng hai phương pháp Hình 9.7. Trung tâm vận tải nhờ cơ cấu 
khác nhau. cơ học 

Thứ nhất, ba khối nặng phải cùng treo lơ lửng càng thấp càng tốt, nghĩa là 
tổng các khoảng cách của chúng từ một mực ngang đã cho (mặt đất) phải nhỏ 
nhất (tức là thế năng của hệ phải cực tiểu; hãy nhớ là ba khối nặng bằng nhau). 
Do đó, tổng AP + BQ + CR phải cực đại. Vì chiều dài mỗi sợi dây là không đổi 
nên tổng AX + BX + CX phải cực tiểu và như vậy bài toán của ta đồng nhất với 
bài toán về trung tâm vận tải ở §1 (4), hình 9.4, 9.5. 





Thứ hai, các lực tác dụng vào điểm X phải cân bằng nhau. Ba khối nặng 
như nhau căng một sợi dây với cùng một lực và các lực này được các ròng rọc 
truyền đi nguyên vẹn, không bị ma sát làm hao tổn. Ba lực bằng nhau, tác dụng 
vào X lần lượt theo đường thẳng XA, XB và XC phải cân bằng nhau. Rõ rằng 
là, do đối xứng, các lực này từng đôi một phải tạo thành những góc bằng nhau, 
góc giữa bất kì hai trong số ba sợi dây, cùng nối lại ở X, bằng 120? tam giác 
đo ba lực tạo thành là đều, các góc ngoài của nó đều bằng 120”), 

Điều đó xác nhận lời giải ở §I (4) (về phương điện khác, sự giải thích cơ học 
có thể làm nổi bật lên một vài hạn chế cần thiết đối với tập hợp ba điểm A, B và C). 


3. Giải thích mới 
Chiếc đũa nhúng một nửa vào nước, hình như bị bẻ gẫy gập. Từ đó ta kết 
luận rằng ánh sáng ở trong nước cũng như trong không khí truyền đi theo đường 


lo 


thẳng, khi chuyển từ nước vào không khí bị : B 
đổi hướng đột ngột. Đó là hiện tượng khúc 

xạ, một hiện tượng đương nhiên là phức tạp X 

và khó hiểu hơn là hiện tượng phản xạ. Sau h 
khi Kepler và các nhà bác học khác đã tốn 
công vô ích thì Snellius (Xneliuýt, vào 
khoảng 1621) cuối cùng đã tìm ra định luật 
khúc xạ và Descartes đã công bố định luật 
này. Sau này, Fermat (1601 - i665) đã nghiên 


+ ` c. cx š Hình 9.8. Khúc xạ 
cứu một loạt khái niệm do Heron đề ra. 


Ánh sáng, xuất phát từ vật A, nằm dưới nước, tới mắt B ở trên mặt nước, 
vạch ra một đường gấp khúc với điểm gẫy góc ở trên mặt phân chia không khí và 
nước (hình 9.8). Song, con đường ngắn nhất giữa A và B là đường thẳng, và như 
vậy, ánh sáng khi chuyển từ một môi trường này sang môi trường khác, không 
tuân theo nguyên lí Heron. Thật đáng giận! Chúng ta không muốn thừa nhận 
rằng một định luật đơn giản đã đúng trong hai trường hợp (sự truyền thẳng và sự 
phản xạ) lại không thực hiện được trong trường hợp thứ ba (khúc xạ). Fermat đã 
nảy ra ý kiến là làm thế nào đạt được mục đích. Ông đã quan niệm rất rõ rằng 
ánh sáng cần thời gian để chuyển từ điểm này sang điểm kia, rằng nó truyền đi 
với một vận tốc (hữu hạn) nào đó; thật vậy, Galilê đã đề nghị phương pháp đo 
vận tốc ánh sáng. Có thể là ánh sáng, truyền trong không khí với một vận tốc nào 
đó, đã truyền đi trong nước với vận tốc khác, sự thay đổi vận tốc đó có lẽ có thể 
giải thích hiện tượng khúc xa. Khi chọn con đường ngắn nhất, ánh sáng vì truyền 
đi với vận tốc không đổi, cũng chọn cøn đường ngắn nhất. Nếu vận tốc phụ 
thuộc môi trường qua đó nó truyền đi, thì con đường ngắn nhất đã không phải 
nhất thiết là con đường nhanh nhất. Có thể là ánh sáng Đ¿ø giờ cũng chọn con 
đường nhanh nhất ngay cả khi chuyển từ nước vào không khí. 

Những quan niệm đó dẫn tới bài toán rõ ràng về cực tiểu (xem hình 9.8). 

Cho hai điểm A và B, đường thẳng / phân cách A và B và hai vận tốc w Và v. 
Tìm thời gian nhỏ nhất cần để chuyển từ A tới B, giả định rằng khi chuyển từ A 
tới / thì vận tốc là : và từ / tới B thì vận rốc là v. 

Hiển nhiên là đi theo một đường thẳng từ A đến một điểm X nào đó của 
đường thẳng / và theo một đường thắng khác nào đó từ X đến B là nhanh hơn 
cả. Thực chất, bài toán là xác định điểm X. Hơn nữa, trong chuyển động đều, 
thời gian bằng khoảng cách chia cho vận tốc. Do đó, thì gian cần để chuyển từ 
A đến X và từ X đến B, bằng: 

4X XE 
—— + — 
HH y 
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Trên đường thẳng / ta phải chọn điểm X 
thích hợp để tổng thành cực tiểu. Ta cần 
tìm X nếu đã biết A, B, u, y và l. - X 

Giải bài toán này mà không dùng phép ' Q 
tính vi phân thì không dễ đâu. Fermat đã 
giải bài toán này bằng cách nghĩ ra một 
phương pháp, phương pháp này suy đến A 
cùng dẫn đến phép tính vi phân. Ta sẽ làm 
theo một cách hoàn hảo các chỉ dẫn đã nêu 
ở thí dụ của đoạn trên. Nếu gặp may chút P 
ít, ta sẽ hình dung được cơ chế giúp giải 
được bài toán về cực tiểu đã nêu (hình 9.9), — Hình 9.9, Khúc xạ do cơ cấu cơ học 

Vòng X có thể trượt theo một trục Ï nằm ngang, xuyên qua vòng ở đầu X có 
nối hai sợi chỉ XAP và XBQ. Mỗi sợi chỉ đó vòng qua một ròng rọc (tương ứng ở 
A và B) và ở đầu kia của sợi chỉ có treo một khối nặng (tương ứng ở P và Q). 
Vấn để chính là chọn các khối nặng. Các khối nặng này không thể bằng nhau: 
Nếu chúng bằng nhau thì đường AXB ở vị trí cân bằng sẽ là đường thẳng (ít nhất 
cũng có vẻ đúng như vậy) và, do đó, nó không thích hợp để biểu diễn con đường 
của ánh sáng khúc xạ. Ta hãy tạm gác việc chọn các khối nặng và đưa ra các kí 
hiệu thích hợp. Ta gọi khối nặng ở đầu P sợi dây thứ nhất là p, khối nặng ở đầu 
Q sợi dây thứ hai là ¿. Bây giờ ta phải tìm vị trí cân bằng (ta cũng thừa nhận 
những điều kiện đơn giản hoá thông thường: trục tuyệt đối cứng, các sợi dây 
tuyệt đối mềm nhưng không dãn; ta không kể tới ma sát, trọng lượng các sợi dây 
và phản lực của chỗ gập góc của chúng, kích thước của các ròng rọc và của 
vòng). Cũng như ở §2, ta giải bài toán này bảng hai phương pháp khác nhau. 

Thứ nhất, hai khối nặng phải cùng treo lơ lửng càng thấp càng tốt (nghĩa là 
thế năng của hệ phải cực tiểu). Suy ra rằng tổng: 

AP.p + BQ.¿ 
phải cực đại. Vì chiều đài mỗi sợi dây không đổi nên tổng 
AXp+XB.¿ 

phải cực tiểu. 

Điều đó rất giống với bài toán Fermat, nhưng không phải là một. Song, hai 
bài toán này, cơ học và quang học, sẽ trùng nhau về mặt toán học, nếu ta chọn: 

Í Na 


=—,—=_—. 
H v 
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Khi đó bài toán về cân bằng (hình 9.9), cũng đúng như bài toán Fermat về 
sự truyền nhanh nhất, yêu cầu rằng tổng: 


AX XE 
H w 
phải cực tiểu. Nghiên cứu sự cân bằng của hệ cơ học trên hình 9.9, dưới quan 
điểm thứ nhất, chúng ta đã tìm ra điều đó. 
Thứ hai, các lực tác động vào điểm X 
phải cân bằng nhau. Lực căng do các khối 
nặng không giảm đi do ma sất ở các ròng 
rọc mà được truyền toàn vẹn ở đầu chung 
của các sợi dây có tác động hai lực mà 


_— 


cường độ tương ứng là 1 và —, ngoài Tra 
tự l 

mỗi lực tác động theo phương của sợi đây 

tương ứng. Các lực này không thể kéo cái 

vòng về theo phương thẳng đứng được, vì trục / xuyên qua vòng tuyệt đối cứng 

(phản lực thắng đứng của trục có thể có cường độ tuỳ ý). 





Hình 9.10. Định luật khúc xạ 


Song, các lực thành phần nằm ngang của hai lực căng đó, có hướng đối lập, 
phải triệt tiêu lẫn nhau, phải bằng nhau về cường độ. Đề biểu diễn quan hệ đó, ta 
gọi góc hợp bởi hai sợi dây và đường thẳng đứng đó qua điểm X là ơ và , xem 
hình 9.10. Sự bằng nhau của các thành phần nằm ngang được biểu điễn như sau: 


đging = Tgịn đ 





tí ụ 

Sin#  “ 
hay: - =—. 

snổ v 


Đó là điểu kiện cực tiểu. 

Bây giờ ta lại quay về cách giải thích quang học. Góc giữa tia tới và pháp 
tuyến của mặt khúc xạ gọi là góc tới, còn góc giữa tia phản xạ và pháp tuyến là 

⁄ + .. - ~ R ; ; ` £ ` 
góc khúc xạ. Tỉ số — của các vận tốc phụ thuộc hai môi trường, nước và không 
v- 

khí. mà không phụ thuộc vào hoàn cảnh hình học như sự phân bố các điểm A và 
B chẳng hạn. Do đó, điều kiện cực tiểu đòi hỏi sin củư góc tới và của góc khúc 
xạ có tỉ xố không đốt, tỉ xố này chỉ phụ thuộc vào hai môi trường (hiện nay 1a gọi 
tỉ số đó là chiết suất). "Nguyên lí thời gian nhỏ nhất" của Fermat dẫn đến định 
luật khúc xạ của Snellius, định luật này đã được vô số các quan sát xác nhận. 
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Trên một chừng mực nào, ta đã ôn lại lịch sử của một phát minh quan 
trọng. Phương pháp giải (mà ta đã sử dụng thay cách giải của Fermat) cũng 
đáng nêu lên. Đầu tiên, ta diễn đạt bài toán bằng giải thích vật lí (quang học). 
Song, để giải bài toán, ta suy nghĩ một cách giải thích vật lí khác (cơ học). Lời 
giải của chúng ta là lời giải bằng một giới thích mới. Các lời giải như vậy có 
thể vạch ra những tương tự mới giữa các hiện tượng vật lí khác nhau và có giá 
trị nghệ thuật độc đáo. 


Á. Johann Bernoulli tìm ra đường đoản thời 


Một chất điểm nặng bắt đầu chuyển động từ vị trí dừng ở điểm A và trượt 
không ma sát theo mặt phẳng nghiêng tới điểm thấp B. Chất điểm đó, bắt đầu 
chuyển động từ vị trí dừng, cũng có thể rơi từ A tới B theo một cung tròn, như 
khối nặng của con lắc. Chuyển động nào chiếm ít thời gian hơn: chuyển động 
theo đường thẳng hay cung tròn? Galilei đã nghĩ rằng rơi theo cung tròn là 
nhanh nhất. Johann Bernoulli hình dung trong mặt phẳng thẳng đứng, qua A và 
B, một đường cong tuỳ ý, nối liền hai điểm đó. Có vô số những đường cong như 
vậy và ông bắt đầu tìm đường cong làm cho thời gian rơi cực tiểu; đường cong 
đó là "đường cong của sự rơi nhanh nhất", hay "đường đoán thời". Chúng ta 
muốn tìm hiểu cách giải rất độc đáo của bài toán này của Johann Bernoulli. 

Ta hãy đặt vào trong hệ toạ độ một A * 
đường cong tuỳ ý đi từ À xuống B; xem : 
hình 9,11, Ta chọn điểm A làm gốc toạ 
độ, trục x nằm ngang và trục y thẳng 
đứng từ trên xuống dưới. Ta hãy xét lực 
mà chất điểm trượt theo đường cong, đi 
qua một điểm (x, y) nào đó với vận tốc v 
nào đó. l 





2 ỳ 
Ta có hệ thức: nh = 8y 


Hình 9.11. Đường đi cửa chất điểm 


mà Bernoulli đã biết rõ, ngày nay ta suy ra hệ thức đó từ định luật bảo toàn 
năng lượng. Nói cách khác, dù đường rơi thế nào, vận tốc đạt được v chỉ phụ 
thuộc y tức là chiều cao của sự rơi: . 
v=(2g' () 
Điều đó có nghĩa là gì? Ta hãy cố hiểu bằng trực giác ý nghĩa của sự kiện 
cơ bản này. 
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Hãy kẻ những đường thẳng nằm ngang (xem hình 9.11) chia mặt phẳng 
trong đó chất điểm rơi, thành các lớp nằm ngang hẹp. Chất điểm đang rơi 
xuyên các lớp này, hết lớp này đến lớp khác. Vận tốc không phụ thuộc đường 
nó đi qua, mà chỉ phụ thuộc vào lớp mà nó xuyên qua ở một thời điểm nhất 
định: vận tốc của nó thay đổi từ lớp này sang lớp khác... Chúng ta đã gặp hiện 
tượng như vậy ở đâu? Khi ánh sáng Mặt Trời chiếu xuống phía ta, nó xuyên 
qua nhiều lớp không khí, các lớp này có mật độ khác nhau; vì thế, vận tốc ánh 
sáng thay đối từ lớp này sang lớp khác. Có thể diễn giải bài toán cơ học bằng 
một giới thích mới, quang học. 

Bây giờ, ta nhìn hình 9.11 với nội dung mới. Ta coi hình này như biểu diễn 
một môi trường không đồng nhất về quang học. Môi trường này chia thành 
nhiều lớp có tỈ trọng khác nhau. Vận tốc ánh sáng trong lớp nằm ngang ở chiều 
sâu y, bằng (2gy)'. Ánh sáng xuyên qua môi trường từ A đến B (từ một trong 
các điểm đã cho tới điểm kia) có thể truyền đi theo những đường cong khác 
nhau. Tuy nhiên, ánh sáng chọn con đường nhanh nhất: thực tế nó truyền theo 
đường cong làm cho thời gian truyền đi là cực tiểu. Vì vậy, con đường thực của 
ảnh sáng xuyên qua môi trường, chia thành nhiều lớp không đồng nhất đã mô 
tả, từ À đến B, là đường đoản thời. Song, con đường thực của ánh sáng tuân 
theo định luật khúc xạ của Snellius. Lời giải đột nhiên xuất hiện một cách vô 
cùng rõ ràng: Johann Bernoulli tìm ra được cách giải thích mới rất độc đáo, làm 
cho bài toán tưởng chừng hoàn toàn mới và không giải được, trở thành dễ giải. 








Hình 9.12. Đường đi của ảnh sáng 


Còn phải cố gắng thêm một chút nữa, nhưng công việc ít độc đáo hơn 
nhiều. Để cho định luật Snellius có thể áp dụng dưới dạng quen thuộc của nó 
(mà ta đã xét ở §3 trên), ta hãy thay đổi một chút cách giải thích của hình 9.11: 
vận tốc y phải thay đổi cùng với y, không phải liên tục, qua các bước vô cùng 
nhỏ, mà gián đoạn, qua các bước nhỏ. Ta hãy hình dung một vài lớp nằm ngang 
bằng vật liệu trong suốt (vài bản bằng thuỷ tỉnh) ngoài ra, mỗi lớp kế cận nhau 
lại khác nhau chút ít về mặt quang học. Giả sử v, v', v", v"',... là vận tốc ánh 
sáng trong các lớp kế tiếp và giả sử ánh sáng nắng xuyên qua từ lớp nọ đến lớp 
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kia, hợp thành các góc tương ứng d, œ, œ”, œ'”... với đường thẳng đứng (hình 9.12), 
Theo định luật Snellius (xem §3): 


sinœ _sinz' sina”" sina" 











Yy vì v" rụ" 


Bay giờ, ta có thể từ môi trường do các bản mỏng hợp thành trở về môi 
trường chia lớp của ta trong đó y thay đổi liên tục theo chiều sâu (giả sử các 
bản trở thành vô cùng mỏng). Ta thấy rằng dọc đường đi của ánh sáng: 


Sinø 





= hằng số. (2) 


Giả sử 8 là góc giữa tiếp tuyến đường cong và đường nằm ngang. Khi đó: 
dy 
œ+ = 090”; tanB = -*— =y' 
B P= hy 
và nghĩa là: 


sinơ = cosB = (] + y2 12 


(3) 

Đối chiếu các đẳng thức (1L), (2) và (3) (từ cơ học, quang học và phép tính 
vi phân suy ra), ta dùng một kí hiệu thích hợp để chỉ hằng số ở (2) và cuối 
cùng, ta được: 


yq+y”)=€, 


trong đó C là một hằng số đương. Đối với đường đoản thời, ta được một phương 
trình vi phân bậc nhất. Việc tìm ra các đường cong thoả mãn phương trình đó là 
bài toán mà Bernoulli đã biết. Ở đây, ta không cần đi sâu vào chỉ tiết (song 
xem thí dụ 24); đường đoản thời, xác định bằng phương trình vi phân này, là 
đường xi¿Jôit. (Đường xiclôit là đường do một điểm của đường tròn lăn theo 
đường thẳng vạch ra; ở đây, đường thẳng đó là trục x và đường tròn lăn theo 
trục x ở phía dưới). 

Tuy nhiên, chú ý rằng nhờ trực giấc, không cần tới công thức, ta có thể 
thấy định luật Bernoulli dẫn tới phương trình vi phân. Thật vậy, định luật này 
xác định phương của các yếu tố liên tiếp của quãng đường di, biểu diễn trên 
hình 9.12.và phương trình vi phân cũng làm đúng như vậy. 

Lời giải bài toán về đường đoản thời của Bernoulli mà ta vừa xét ở đây có 
một giá trị nghệ thuật độc đáo. Nhìn trên hình 9.II hay trên hình 9.12, ta có 
thể thấy ngay bằng trực giác quan niệm then chốt của lời giải. Nếu ta có thể 
thấy được ý tưởng đó rõ ràng, dễ dàng và nhìn trước được cái gì suy ra từ đó thì 
ta có thể thấy rằng, trước mắt ta là một tác phẩm nghệ thuật thực sự. 
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Tất nhiên, cách giải thích mới là quan niệm then chốt của lời giải của 
Johann Bernoulli. Ta đã hiểu hình vẽ (hình 9.11 hay 9.12) liên tiếp theo hai 
cách giải thích khác nhau, trong hai "nội dung" khác nhau: đầu tiên với nội 
dung cơ học, sau đó với nội dung quang học. Phải chăng, mọi phát minh đều 
do sự đối chiếu bất ngờ và sứ giải thích liên tiếp của hai nội dung khác nhau 
hay sao? 


5. Archimèede tìm ra phép tính tích phân 


Trong lịch sử đã có một trong những phát minh toán học vĩ đại nhất của 
mọi thời đại, bắt nguồn từ trực giác vật lí. Tôi muốn nói đến việc Archimède 
phát minh ra ngành khoa học mà ngày nay ta gọi là phép tính tích phân. 
Archimède đã tìm diện tích của một viên phân parabol, thể hình cầu và gần một 
tá kết quả tương tự nữa bằng một phương pháp cùng kiểu trong đó khái niệm 
cân bằng giữ vai trò quan trọng. Như chính ông đã nói; ông "đã nghiên cứu 
nhiều bài toán học bằng phương tiện cơ học”. 

Nếu ta muốn hiểu công trình của Archimède thì ta cần hiểu chút ít về trình 
độ tri thức làm cơ sở xuất phát của ông. Về thời Archimède, hình học của Hy 
Lạp đã đạt tới đỉnh cao; BEudoxe và Euclide là các bậc tiền bối. Apolonius là 
bác học cùng thời với Archimède. Ta cần nhắc lại vài hoàn cảnh đặc trưng hình 
như đã ảnh hưởng tới phát minh của Archimède. : 

Như chính Archimède đã cho biết, Democrite đã tìm ra thể tích hình nón, 
ông xác định rằng thể tích đó bằng 1/3 thể tích hình trụ cùng đáy và cùng chiều 
cao. Ta không biết tí gì về phương pháp của Democrite, nhưng có lẽ có một vài 
cơ sở để nghĩ rằng ông đã xét cái mà ngày nay ta gọi là thiết điện ngang biến 

đổi hình nón, song song với đáy của nó. 

Eudoxe là người đầu tiên chứng minh khẳng định Democrite. Chứng minh 
điều đó và các kết quả tương tự, ông đã phát minh ra "phương pháp vét kiệt" của 
mình và đã xây đựng nên một tiêu chuẩn về tính chặt chế cho toán học Hy Lạp. 

Ta cần hiểu rõ rằng người Hy Lạp, theo nghĩa nào đó, đã biết "minh hoạ 
toạ độ". Để nghiên cứu quỹ tích các điểm trên mặt phẳng, họ thường xét 
khoảng cách từ điểm động tới hai trục toạ độ cố định. Nếu tổng bình phương 
các khoảng cách này không đổi và các trục toạ độ vuông góc với nhau, thì quỹ 
tích là đường tròn - mệnh để này thuộc về hình học toạ độ nhưng cũng chưa 
phải thuộc về hình học giải tích. Hình học giải tích bắt đầu từ lúc ta biểu diễn 
hệ thức nói trên bằng kí hiệu đại số dưới dạng: 


+ + =4”. 
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Cơ học của người Hy Lạp chưa bao giờ đạt tới trình độ cao như hình học 
của họ vì bắt đầu phát triển chậm hơn nhiều. Nếu ta đánh giá đúng các nghiên 
cứu chưa rõ ràng của Aristote và những người khác thì ta có thể nói rằng cơ 
học với cách là một khoa học đã bắt đầu từ Archimède. Như mọi người biết, 
ông đã tìm ra định luật các vật nổi. Ông cũng đã tìm ra nguyên tắc đòn bẩy và 
các tính chất quan trọng của trọng tâm mà ta sắp cần đến. 

Bây giờ, ta đã chuẩn bị đầy đủ để nghiên cứu một thí dụ có hiệu quả nhất 
trong công trình của Archimède; ta muốn dùng phương pháp của ông để ¿im thể 
tích hình cầu. Archimède coi hình cầu như một vật thể do đường tròn quay tạo 
nên, còn đường tròn ông coi như quỹ tích các điểm, đặc trưng bởi hệ thức giữa 
khoảng cách từ điểm động đến hai trục toạ độ cố định, vuông góc với nhau. 
Viết theo kí hiệu ngày nay thường dùng, hệ thức này có dạng: 

x”+ y = 20x 

Đó là phương trình đường tròn bán kính z, tiếp xúc với trục y ở gốc toa độ. 
Xem hình 9.13, hình này chỉ khác hình nguyên bản của Archimède một ít thôi; 
đường tròn này quay xung quanh trục y, tạo ra hình cầu. Tôi nghĩ rằng việc áp 
dụng các kí hiệu hiện đại không làm sai lạc ý tưởng của Archimède. Trái lại, 
hình như các kí hiệu đó buộc ta suy nghĩ, gợi cho ta những lí do có thể dẫn ta tới 
ý tưởng của Archimède và có lẽ các lí do đó không khác quá xa với các lí do đã 
dẫn chính Archimede tới phát minh của mình. Trong phương trình đường tròn có 
số hạng y'; ta thấy Tằng zyˆ là diện tích thiết điện ngang biến thiên của hình cầu. 
Song, Democrite đã tìm thấy thể tích hình nón khi nghiên cứu sự biến đổi của 
thiết điện ngang của nó. Điều đó gợi ý ta viết phương trình đường tròn dưới dạng: 

TU + my? = 124x 

Bây giờ ta có thể coi x” như thiết điện ngang biến thiên của hình nón do 
đường thẳng y = x quay xung quanh trục x tạo ra, xem hình 9.13. Điều đó làm 
ta nảy ra ý tìm cách giải thích tương tự đối với số hạng còn lại z2ax. Nếu ta 
chưa thấy cách giải thích như vậy thì có thể thử viết phương trình dưới các 
dạng khác và, như vậy, điểu có thể xảy ra là ta nảy ra ý viết nó dưới dạng: 

2a(ˆ + xy”) = xm(2a)`. (A) 

Trong phương trình (A) này tập trung nhiều vấn đề. Nhìn lại phương trình 
(A), chú ý tới các chiều đài và diện tích khác nhau trong phương trình đó và bố 
trí chúng một cách thích hợp trên hình vẽ, ta có thể là người chứng kiến sự ra 
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đời của một ý kiến vĩ đại: ý kiến này nảy sinh do sự kết hợp chặt chẽ công thức 
(A) với hình vẽ 9.13. 


Ta hãy chú ý tới diện tích của ba đĩa tròn, T7, 7x” Và m(2a)”. Ba hình tròn 
này là những thiết diện của cùng một mặt phẳng với ba vật thể tròn xoay. Mặt 
phẳng vuông góc với trục x và cách gốc O một khoảng cách x. Ba vật thể tròn 
xoay đồ là hình cầu, hình nón và hình trụ. Chúng do ba đường có phương trình 
tương ứng là (A), y = x và y = 2z tạo ra, khi phần bẻn phải của hình 9.13 quay 
xung quanh trục x. Hình nón và hình trụ có cùng một đáy và chiều cao, Bán 
kính đáy chung và chiều cao chung của chúng cùng có chiều dài 2z. Đỉnh hình 
nón ở gốc O, 

Archimède nhìn bằng nhiều cách khác nhau các đĩa mà diện tích có trong 
các phần khác nhau của phương trình (A). Ông để đĩa bán kính 2a, thiết điện 
ngang của hình trụ, ở vị trí ban đầu của nó, cách gốc một khoảng x. Song, ông 
chuyển các đĩa bán kính y và +, thiết điện ngang tương ứng của hình cầu và 
hình nón, từ vị trí ban đầu đến điểm H của trục x có hoành độ — 2a. Ta treo cái 
đĩa bán kính y và x này sao cho tâm của chúng ở thẳng đứng dưới điểm H, bằng 
một sợi dây trọng lượng bằng 0, xem hình 9.13 (sợi dây này chỉ là sự bổ sung 
một trọng lượng bằng 0 vào hình vẽ nguyên bản của Archimède). 





Hình 9.13, Vguổn gốc của phép tích phân 


Ta coi trục x như đòn bẩy, một cây xà cứng trọng lượng bằng 0 và gốc O 
như điểm tựa của nó hay điểm treo. Trong phương trình (A) có mặt các mômen 
(mômen là tích của lực với cánh tay đòn). Phương trình (A) biểu điễn sự kiện là 
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mômen của hai đĩa ở vế trái bằng mômen của một đĩa ở vế phải và nghĩa là, 
dựa vào định luật cơ học mà Archimède đã tìm ra, đòn bẩy cân bằng. 

Khi z biến đổi từ 0 đến 2ø ta có tất cả các thiết diện ngang của hình trụ; 
các thiết điện ngang này !ấp đây hình trụ. Mỗi thiết điện ngang của hình trụ 
ứng với thiết điện ngang của vật thể treo ở điểm H và các thiết điện ngang này 
lấp đây hình cầu và hình nón. Cũng như các thiết diện ngang tương ứng của 
chúng, hình câu và hình nón treo ở H cân bằng với hình trụ. Do đó, theo định 
luật cơ học của Archimède, các mômen của chúng phải bằng nhau. Ta kí hiệu 
thể tích hình cầu bằng chữ V, nhớ lại biểu thức của thể tích hình nón (của 
Democrite) và thể tích hình trụ và vị trí hiển nhiên của trọng tâm của nó. 
Chuyển từ các mômen của các thiết diện ngang các mômen của các vật thể 
tương ứng, ta sẽ đi từ phương trình (A}) tới phương trình: 





2u} 
s4|y + 262224) = az(2u2u (B 
từ đó rút ra dễ dàng: 
ự= 4mm” 
3 


Xét kĩ lại điểm trình bày trên đây, ta thấy rằng bước quyết định là bước 
chuyển từ (A) sang (B), từ các thiết điện ngang lấp đầy vật thể sang toàn bộ vật 
thể. Song, bước này mới chỉ có giá trị gợi ý mà chưa được xác nhận một cách 
logic. Nó có vẻ đúng, còn rất có vẻ đúng nữa, nhưng chưa được chứng minh. 
Đó là dự đoán mà chưa phải là chứng minh. Và Archimède, người tiêu biểu cho 
truyền thống vĩ đại của sự chặt chế toán học Hy Lạp, biết rất rõ điểu đó: "Sự 
kiện mà ta đi tới, thực tế chưa được chứng minh bằng lí luận đã trình bày, 
nhưng lí luận đó đã là một cách chỉ ra rằng kết luận là đúng". Song, đự đoán 
này là dự đoán về tương lai. Ý tưởng đó vượt xa các giới hạn yêu cầu của bài 
toán đang xét và có những quy mô lớn không lường được. Sự chuyển từ (A) 
sang (B). từ thiết điện ngang sang toàn bộ vật thể, theo ngôn ngữ hiện đại hơn. 
là sự chuyển từ bộ phận vô cùng nhỏ sang toàn bộ đại lượng, từ vi phân sang 
tích phân. Sự chuyển đó là một nguyên tắc vĩ đại và Archimèđe, một con người 
cũng khá vĩ đại để nhìn thấy mình trong viễn cảnh lịch sử, biết rõ điều đó: "Tôi 
tin rằng phương pháp này mang lại lợi ích không nhỏ cho toán học; và cụ thể, 
tôi nhìn thấy trước rằng một người nào đó trong số các nhà nghiên cứu hiện nay 
hay tương lai, khi nắm được phương pháp này sẽ nhờ nó mà tìm ra các định lí 
khác mà tôi chưa nghĩ ra". : 
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CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG IX 


Trên mặt phẳng cho điểm P và hai đường thẳng cốt nhau Ì và m, cả hai 
đường thẳng này đều không đi qua P. Giả sử Y là điển chuyển động trên 
đường thẳng l và Z là điển chuyển động trên đường thẳng m. Xác định Y và 
Z sao cho chu vì tam giác PYZ là nhỏ nhất. 
Giải theo hai cách: một cách bằng vật lí, một cách bằng hình học. 
Trên mặt phẳng cho ba đường tròn, đường tròn nọ Ở ngoài đường tròn kia. 
Tìm một tam giác có chu vì nhỏ nhất và mỗi đình nằm trên một đường tròn. 
Cho hai cách giải thích vật lí khác nhau. 
Tam giác với chu vi nhỏ nhất nội tiếp trong một tam giác đã cho. Cho tam 
giác ABC. Từm ba điểm X, Y, Z lần lượt trên các cạnh BC, CA, AB của tam 
giác sao cho chu vỉ tam giác XYZ là cực tiểu. 
Cho hai cách giải thích vật lí khác nhau. 
Tổng quát hoá thí dụ 3. 
Phân tích có phê phán lời giải của thí dụ ï. Nó có áp dụng được vào mọi 
trường hợp không? 
Phân tích có phê phán lời giải của thí dụ 3. Nó có áp dụng được vào mọi 
trường hợp không? 
Giải một cách chặt chế thí dụ 3 đối với tam giác nhọn (biến đổi từng phần, 
thí dụ Ì, thí dụ 5). 
Phản tích có phê phán lời giải §1 (4) và §2 (2) của bài toán về trung tâm 
vận tải. Các lời giải đó có áp dụng được vào mọi trường hợp không? 
Trung tâm vận tải của bốn điểm trong không gian. Cho tứ diện đỉnh A, B, C 
và D. Ta giả thiết rằng có một điểm X ở trong tứ diện mà tổng của khoảng 
cách từ điểm này đến 4 đỉnh: 

AX+BX+CX+DX 
là cực tiểu. Chứng mình rằng các góc AXB và CXD bằng nhau và do cùng 
một đường thẳng chia đôi, hãy chỉ ra những cặp góc khác có liên hệ tương 
tự, (Bạn có biết bài toán nào quan hệ với bài toán này không? Có biết bài 
toán tương tự nào không? Bạn có thể sử dụng kết quả hoặc cách giải bài 
toán đó không?). 
Trung tâm vận tải của 4 điểm trên mặt phẳng. Hãy xét trường hợp giới hạn 
của thí dụ 9 khi các điểm A, B, C và ÐD nằm trong cùng một mặt phẳng và 
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là đỉnh của một tứ giác lôi ABCD. Kết luận của thí dụ 9 có còn đúng trong 
trường hợp giới hạn này không? 

Mạng lưới vận tải đối với 4 điểm. Giả sử A, B, C và D là 4 điển cố định 
và X và V là các điểm chuyển động trên mặt phẳng. Nếu cực tiểu của tổng 
5 khoảng cách AX + BX + VC + YD đạt được sao cho tất cả 6 điểm A, B, 
C, D, X và đều phản biệt thì ba đường thẳng XA, XB và XY đôi một làm 
thành những góc bằng nhau và điều đó cũng đúng với ba đường thẳng YC, 
YD và YX. 

Hãy mở rộng và uốn thẳng ra. Còn có một cách giải thích khác có lợi về 
hình 0.3. Hãy kẻ l, A*X và XB trên tờ giấy bóng, sau đó gấp tờ giấy theo 
đường thẳng l: bạn vẽ được hình 9.] (với A* ở chỗ A). Hãy tưởng tượng 
rằng hình 9.1 được về ngay từ đầu bằng phương pháp đó trên tờ giấy bóng 
bị gấp. Muốn tìm vị trí của điểm Y sao cho AX+ XE thành cực tiểu, hãy mở 
tờ giấy, vẽ đường thẳng từ A (hay, đúng hơn, từ điển A* trên hình 9.3) tới B 
và sau đó lại gấp tờ giấy lại. 

Trò chơi bi-a. Trên bàn bi-a hình chữ nhật, ở điểm P có một quả câu. Cần 
đẩy quả câu theo hướng sao cho sau 4 lần phản xạ liên tiếp vào 4 cạnh của 
hình chữ nhật, nó trỏ về vị trí đầu tiên P của nó (hình 9.14). 





Hình 9.14. Bàn bi-a phản xạ 


Nghiên cứu vật lí địa cầu. Ở điểm E của mặt đất nằm ngang xảy ra một vụ 
nổ. Tiếng động vụ nổ này lan truyền vào bên trong lòng đất và được mặt 
phẳng nghiêng của lớp đất OR phản xạ lại, lớp đất hợp với mặt đất góc œ. 
Tiếng động xuất phát từ E có thể đi đến trạm kiểm soát L ở một điểm khác 
của mặt đất bằng n con đường khác nhau (một trong n con đường đó được 
dựng trên hình 9.15 bằng phương pháp của thí dụ 12). Giả thiết rằng đã 
biết n (do dụng cụ tương ứng ghi lại), hãy chỉ ra những cân trên, dưới của 
giá trị œ. 
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Hình 9.15, Những phản xạ dưới mặt đất 


Trong không gian cho đường thẳng Ì và hai điển A và B không nằm trên Ì. 
Trên đường thẳng l, hãy tìm điểm X mà tổng các khoảng cách tới hai điểm 
đã cho AX + XB là nhỏ nhất. (Bạn có biết bài toán nào quan hệ với bài này 
không? Có biết bài toán cả biệt nào không? Bạn có thể sử dụng kết quả hay 
phương pháp giải bài toán này không”). 

Giải thí dụ 15, bằng cách dàng tiếp diện đồng mức. 

Giải thí dụ 15, bằng cách gấp giấy. 

Giải thí dụ 15, bằng cách giải thích cơ học. 

Lời giải có phà liợp với thí dụ l6 và 17 không? 

Trong không gian cho ba đường thẳng chéo nhau a, b và c. Chứng mình 
rằng tam giác chủ vì nhỏ nhất mà mỗi đỉnh nằm trên một đường thẳng đã 
cho cô tính chất sau: đường thẳng nối đỉnh của tam giác nằm trên đường 
thẳng a với tâm đường tròn nội tiếp tam giác thì vuông góc với q. 

Xét trường hợp riêng của thí dụ 19, khi ba đường thẳng chéo nhau là ba 
cạnh hình lập phương. Các đỉnh của tam giác cần từn nằm ở đâu? Tâm của 
đường tròn nội tiểp tam giác nằm ở đâu? Cha vì của nó bằng bao nhiêu 
nếu thể tích hình lập phương là 8a”? 

Trong không gian cho ba đường thẳng chéo nhau a, b và c. Giả xử X chạy 


trên a, Y trên b, Z trên c và T chạy tự do trong không gian. Từm cực tiểu 
của tổng XT + VT + ZT. 


Xét trường hợp riêng của thí dụ 21, tương tự như trong thí dụ 20 ta đã xét 
trường hợp riêng của thí dụ 19. 
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Các đường ngắn nhất trên mặt đa diện. Các rường phía trước và phía sau 
của một phòng hình hộp chữ nhật là các hình vuông, phòng dài 10m, rộng 
4m và cao Âm. Trên tường phía trước, cách sàn 3,3m và cách đều hai tường 
bên có một con nhện. Con nhện thấy một con ruồi trên tường đối diện cách 
sàn 0,5m và cách đêu các tường bên. Chứng mình rằng, con nhện, muốn 
bắt được con ruồi phải bò theo các tường hoặc theo trần, hoặc theo sàn ít 
hơn lâm [thí dụ 17]. 

Các đường ngắn nhất (trắc địa) trên mặt cong. 7ø coi mặt cong như giới 
hạn của đa diện. Khi đa diện tiến tới mặt cong, số mặt của nó tiến tới co, 
đường chéo lớn nhất của bất kì mặt nào cũng tiến tới 0 và các mặt trở 
thành tiếp diện với mặt cong 

Trên mặt đa điện, đường ngắn nhất giữu hai điểm là đường gấp khúc. Nó 
có thể là đường gấp khúc phẳng, tất cả các điểm của nó đều nằm trong 
càng mặt phẳng, hay nó có thể là đường gấp khúc ghênh, các điểm của nó 
không cùng nằm trong một mặt phẳng. Có thể mình hoạ cả hai trường hợp 
bằng lời giải của thí dụ 23, trường hợp thứ nhất - (1), trường hợp thứ hai - 
(2) và (3). 

Đường ngắn nhất trên mặt cong gọi là "đường trắc địa" vì các đường ngắn 
nhất có vai trò quan trọng trong trắc địa học, khoa học về mặt Trái Đất. 
Đường trắc địa có thể là đường cong phẳng, hoàn toàn nằm trong cùng một 
mặt phẳng hoặc nó có thể "đường cong ghênh" (đường cong "xoắn") các 
điểm của nó không nằm trong cùng một mặt phẳng. Dù thế nào đi nữa, 
đường trắc địa cũng phải có mối quan hệ hình học bên trong nào đó với 
mặt mà trên đó là đường ngắn nhất, mối quan hệ đó thế nào? 

1) Hãy xét đường gấp khúc ABC...L. Nếu ABC...L là đường gấp khúc ghếnh 
thì hai đoạn thẳng lân cận của nó, HI và FJ chẳng hạn, đều nằm trong một 
mặt phẳng. Nếu ABC...L là đường ngắn nhất trên mặt đa diện giữa các đầu 
A và L của nó thì mỗi một đỉnh trung gian B,C, D... H,Ì,J..., K nằm trên 
cạnh của hình đa diện. Mặt phẳng chúa các đa giác này vuông góc với 
cạnh của hình đa diện đL qua Ì, xem thí dụ 16 hay thí dụ T8. 

Hãy xét một đường cong. Cả khi đường cong là đường cong xoắn thì ta vẫn 
có thể coi mỗi cung vô cùng nhỏ (rất ngắn) của nó như một cung phẳng 
(gần phẳng). Mặt phẳng của cung vô cùng nhỏ là một phẳng mật tiếp ở 
chính giữa của nó. Mặt phẳng mật Hiếp? này tương tự với mặt phẳng của hai 
đoạn thẳng lân cận của đường gấp khúc ghênh. Nếu đường cong là đường 
trắc địa tức là đường ngắn nhất trên mặt thì sự tương tự đã gợi ra rằng mặt 
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phẳng mật tiếp của đường trắc địa ở một điểm tuỳ ý đi qua pháp tuyến của 
mặt tại điểm này. 

2) Đường trắc địa. Có thể giải thích bằng vật lí như một băng cao su căng 
trên mặt trơn (tức là mặt trên đó mọi vật thể đều trượt không ma sát). Ta 
hãy nghiên cứu sự cân bằng của một đoạn nhỏ của băng cao su đó. Các lực 
tác động vào đoạn đó là hai lực căng cường độ bằng nhau, tác dụng theo 
phương tiếp tuyến ở hai đâu cung nhỏ và phản lực của mặt, lực này hướng 
theo pháp tuyến của mội, do ở mỗi điểm khóng có ma sát. Hợp lực của 
phản lực của mặt và của hai lực căng ở hai đầu cung cân bằng với nhau. 
Do đó, ba lực này song song với cùng một mặt phẳng. Song, hai "Hiếp tuyến 
gân nhau" xác định mặt phẳng mật tiếp, mặt phẳng này, như vậy, chứa 
pháp tuyến của mặt. 

3) Mỗi cung của đường trắc địa là một đường trắc địa. Thật vậy, nếu đường 
cong có một đoạn không phải là đường ngắn nhất giữa hai đầu này thì toàn 
bộ đường cong không thể là đường ngắn nhất. Vì vậy, tất nhiên có thể cho 
rằng đường trắc địa có một tính chất riêng biệt nào đó ở mỗi điểm của nó. 
Tính chất cho hai cách nghiên cứu rất khác nhau về mặt biện pháp (1) và 
(2) đã chỉ ra, là tính chất loạt này. 

4) Hãy tìm các thí dụ kiểm tra lại kết quả thu được về mặt biện pháp 
nghiên cứu. Các đường ngắn nhất trên hình cầu thế nào? Chúng có tính 
chất nêu ra không? Các đường khác trên mặt cầu có tính chất đó không? 
Chất điểm chuyển động không ma sát trên mặt trơn và cứng: không có một 
lực ngoài nào (như trọng lực chẳng hạn) tác dụng vào điểm này (tất nhiên 
không kể phản lực của một). Hãy nêu ra các nguyên nhân có thể làm cho 
điểm vạch ra đường trắc địa. 

Phép dựng hình bằng cách gấp giấy. Tìm một đa giác nội tiếp trong đường 
tròn nếu cho biết thứ tự và độ lớn của các cạnh của nó. 

Giả sử aạ, dạ, ay,... a„ là các chiêu dài đã cho. Sau cạnh chiều dài a, là 
cạnh chiều dài a;, sau nó là cạnh chiều dài a3 v.v...; sau cạnh chiều dài a„ 
là cạnh chiêu dài a,. Ta hiểu ngâm rằng bất kì chiều dài dạ, dạ,..., dụ nào 
cũng nhỏ hơn tổng của n — I chiêu dài còn lại. 

Cá một cách giải rất hay bằng cách gấp giấy. Hãy kẻ a,, dạ,..., a„ trên bìa 
cứng như là các dây cung liên tiếp của một đường tròn khá lớn sao cho hai 
dây cung lân cận có một đầu chung. Hãy kẻ các bán kính từ các đầu chung 
này tới tâm đường tròn. Cắt đa giác giới hạn bởi n dây cung và hai bán 
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kinh ngoài cung. Gáp bìa cứng dọc theo n — l bán kính khác và dán hai 
bán kính dọc theo đó ta đã cắt tấm bìa cứng lại với nhau. Như vậy, bạn sể 
được một mặt đu diện hở; nó gồm có n tam giác cân cứng, nó bị giới hạn 
bởi n cạnh tự do chiêu dài tương ứng là ai, đạ,..., đ„, và có n góc nhị diện, 
các góc này vẫn có thể biến đổi (ta giả thiết n > 3). 
Bạn có thể sử dụng mặt đa diện này thế nào để giải bài toán đã cho? 
Ném một con súc sắc. Khối lượng bên trong một hình đa điện lâi, nặng, 
cứng có thể phân bố không đều. Thực tế, ta có thể hình dung sự phân bố 
không đều thích hợp của khối lượng mà trọng tâm trùng với một điểm bất kì 
đã chọn trong hình đa diện. Nếu ném hình đa diện trên sàn nằm ngang thì 
nó nằm trên một mặt của nó. Đó là cơ sở khoa học của giả thuyết hình học 
sau đây. 
Nếu cho một hình đa diện lồi P và một điểm C nào đó ở trong P, thì ta có 
thể tìm được một mặt F của hình đa điện P có các tính chất sau: chân đường 
vuông góc hạ từ C xuống mặt phẳng của một F là một điển trong của F. 
Tìm phép chứng mình hình học cho giả thuyết đó (chú § rằng có thể, nhưng 
không nhất thiết, định nghĩa đơn vị mặt F bằng tính chất nêu trên). 
Nạn đại hồng thuỷ. Trên bản đồ khoanh vùng có ba loại điểm đặc biệt; núi, 
đèo (hay điểm yên ngựa với mội mặt phẳng tiếp diện nằm ngàng) và “thung 
lãng", là điểm sâu nhất ở dãy đổi từ đó nước không thoát đi đâu được. 
Thung lãng là hình "lộn ngược" của núi; hãy coi trên bản đô khoanh vùng 
một đường đông mức bất kì có độ cao h so với mặt biển. Khi bản đồ bị "lộn 
ngược”, nó trở thành bản đồ cảnh quan dưới biển, các núi trở thành thung 
lãng, các thung lũng trở thành núi, nhưng đèo vẫn là đèo. Giữa ba loại 
điểm này có một quan hệ đặc sắc. 
Từ giả thiết rằng trên đảo có B núi, K thung lãng và Ð đèo. Khi đó: 
B+K=Ð+!1. 


Để có thể rút ra định lí này bằng trực giác, ta hãy tưởng tượng là mưa liên 
tục làm cho hồ nước bao quanh đáo dâng lên cho đến lúc toàn đảo bị ngáp. 
Ta có thể giả thiết rằng tất cả B núi đều có độ cao như nhau và tất cả K 
thung lũng đều ở ngang mực nước hồ hay ở thấp hơn. Thật vậy, ta có thể 
tưởng tượng rằng các núi dâng cao còn các thung lũng hạ thấp nhưng số 
núi và thung lãng không đổi. Khi bắt đầu mưa, nước tụ trong thung lãng; 
tính cả các hồ bao quanh đảo đầu tiên, ta có: 

K + hồ và 1 đảo. 
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Ngay trước khi đảo bị ngập nước, chỉ có núi là còn nổi lên trên mặt nước 
và như vậy, cuối cùng ta có: 

1 hồ và B đảo. 
Sẽ chuyển như thế nào? 
Ta tưởng tượng là ở lác nào đó, ở trên cùng độ cao có nhiều hồ. Nếu ở độ 
cao đó không có đèo nào thì nước còn có thể dâng cao chút nữa mà số hồ 
và vố đảo không thay đổi. Song, khi dâng lên tới đèo, mực nước chỉ cần 
dâng lên một chút nữa là sẽ hoặc hợp nhất hai hồ trước kỉìa phân cách, 
hoặc cô lập một mảnh đất. Vì thế, mỗi đèo hoặc làm số hồ giảm ải Ì đơn vị 
hoặc làm số đảo tăng lên 1 đơn vị. Xét sự biến đổi toàn bộ, tu được: 

(K+l—-l1)+(B-l)=Ð 

đó là nội dung định lí. 
a) Bây giờ giả thiết rằng trên cả Trái Đất có B nói, K thung lũng và Ð đèo 
(vài đèo ngập nước) và chứng mình rằng: 

B+K=Ð+2. 





Hình 9.16. Miền bao quanh núi Hình 9.17. Miễn bao quanh đèo 


b) Hệ thức này làm ta nhớ tới định lí Euler (xem §3.L - 3.7 và thí dụ 3.1 - 3.9). 
Bạn có thể sử dụng định lí Euler để chứng mình bằng hình học kết quả mà 
ta vừa từm thấy bằng trực giác không? Hình 9.16 và 9.17 nêu những phần 
guan trọng của một bản đồ đây đu hơn, trên đó không những nêu rõ vài 
đường đồng mức mà cả vài "đường của sườn dốc nhất", vuông góc với các 
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đường đồng mức. Hai loại đường này phân hoạch mặt đất thành các tam 
giác và tứ giác. So sánh với thí dụ 3.2. 
c) Có nhận xét gì về phương pháp? 
Không quá sâu. Äfuốn từm chiều sâu d của cái giếng, bạn ném hòn đá vào 
giếng và đo thời gian t từ lác nêm đá đến lúc bạn nghe tiếng đá chạm nước. 
a) Cho biết gia tốc g của trọng lực và vận tốc c của Hếng động. Biểu diễn d 
qua ø, ©, và † (bỏ qua sức cán không khí). 
b) Nếu giững không quá sảu thì vận tốc hòn đá ngay cả lúc rơi sẽ chỉ là 
một phần nhỏ của vận tốc tiếng động và như vậy, ta có thể cho rằng đại bộ 
phận thời gian t là thời gian hòn đá rơi. Vì vậy, có thể cho là: 
2 
f - 
d= Š— - sai Số 
2 


trong đó, sai số tương đối nhỏ khi t nhỏ. 

Để khảo sát sự phỏng đoán đó, khai triển biểu thức, tìm được coi như đáp 
số của (a) theo các luỹ thừa của t và giữ lạt hai số hạng đầu khác 0. 

c) Trong thí dụ này, bạn thấy cái gì điển hình? 

Trường hợp giới hạn có ích. Elip, quay quanh trục lớn của nó, tạo ra cái gọi 
là phỏng cầu dẹt hay hình elipxoi tròn xoay, hình quả trứng. Các tiêu điểm 
của clip xoay thì không quay: chúng ở trên trục quay và cùng gọi là các tiêu 
điểm của phỏng cẩu dẹi. Ta có thể chế một gương clip bằng cách phủ phía 
trong của mặt lõm bằng một lớp kim loại nhẫn bóng, tất cả các tia từ một tiêu 
điểm tới đều do gương elip phản xạ vào tiêu điểm kia; so sánh với §1(W3). 
Trong thực tiễn, rất ít dìng gương eÙp, nhưng có một trường hợp giới hạn rất 
quan trọng trong thiên văn học. Nếu ta cố định một trong các tiêu điển của 


hình elipvoit và để tiêu điểm kia tiến tới vô cực thì xế xảy ra cái gì? 


Giải phương trình vì phân của đường doán thời tìm thấy ở §A. 


. Phép tính biến phân. Nghiên cứu các bài toán về cực đại và cực tiểu của 


các đại lượng phụ thuộc vào hình dạng và kích thước của đường cong biến 
thiên. Bài toán về đường đoản thời giải ở §4 bằng cách giải thích quang 
học là như thế. Bài toán về các đường trắc địa hay các đường ngắn nhất 
trên mặt cong, xét ở thí dụ 24, cũng thuộc về phép tính biến phân; cả "bài 
toán đẳng chu” mà ta sẽ nói ở chương sau cũng thuộc loại này. Các kiến 
thức vật lí, như ta đã thấy, có thể giúp giải các bài tập khác nhau về cực 
đại và cực tiểu cũng có thể giải vài bài tập về phép tính biến phân. Ta hãy 
xét một thí đự. 
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Tìm một đường cong có độ đài đã cho, vài điểm đầu và cuối đã biết và 
trọng tâm ở độ cao nhỏ nhất. Tư giá thiết rằng khối lượng riêng không đổi 
đọc đường cong mà ta coi như một sợi dây đồng chất. Khi trọng tâm của 
dây ở vị trí thấp nhất của nó thì dây ở thế cân bằng. Bảy giờ, ta có thể 
nghiên cứu sự cân bằng của dây, bằng cách xét tất cả các lực tác động vào 
nó, khối lượng và lực căng của dây. Sự nghiên cứu đó dẫn tới phương trình 
vị phân xác định đường cong cần tìm, đường dây xích. Ta không đi vào cắc 
chỉ tiết. Ta chỉ muốn lưu ý rằng lời giải nêu ra cũng từ quan niệm cơ bản 
như các lời giải cơ học xét ở §2. 

Từ cân bằng của các thiết điện ngang tới cân bằng của các vật thể. Archimède 
không phát biểu dưới dạng tường mình nguyên tắc chung của phương pháp 
của ông, nhưng ông đã áp dụng nó vào nhiều thí dụ, bằng cách tính thể tích, 
diện tích và trọng tâm. Những thí dụ phong phú này làm cho nguyên tắc của 
Archimèede hoàn toàn rõ ràng. Ta hãy áp dụng một cách thể hiện của phương 
pháp Archimede trình bày ở §5Š vào một vài thí dụ của ông. 

Hãy chứng mình mệnh đề 7 của "Phương pháp": 

Tỉ số của thể tích cầu phân so với thể tích hình nón có càng đáy và chiều 
cao bằng tỉ số của tổng bán kính hình cầu và chiêu cao câu phân phụ so 
với chiêu cao cầu phân phụ. 

Chứng mình mệnh đề 6 của "Phương pháp”: 

Trọng tâm bán cầu phân nằm trên trục của nó và chía trục này sao cho 
phần tiếp cận với đỉnh bán cầu tỉ lệ với phần còn lại theo tỉ số $: 3. 

Chứng mình mệnh đề 9 của “Phương pháp”: 

Trọng tâm của cầu phân nằm trên trục của nó và chia trục này sao cho 
phần tiếp cận với đỉnh tỉ lệ với phần còn lại như tổng của trục cầu phân và 
4 lần trục của cầu phân phụ tỉ lệ với tổng của trục cầu phân và hai lần trục 
của cầu phân phụ. 

Chứng minh mệnh đề 4 của "Phương pháp": 

Thể tích của phần của hình paraboloit tròn xoay, do mặt phẳng vuông góc 
với trục cốt ra, tỉ lệ với thể tích hình nón có cùng đáy và chiều cao với 
phần đó như 3: 2. 

Chứng mình mệnh đề 5 của "Phương pháp”: 

Trọng tâm của phần của hình paraboloit tròn xoay, do mặt phẳng vuông 
gỐc với trục cắt ra, nằm trên trục và chia nó sao cho phần Hếp cận với 
đính lớn gấp đôi phần còn lại. 
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38. Nhìn ngược lại phương pháp của Archimède. Archimèede nghĩ thế nào khi 
ông phát minh ra phương pháp của mình, điều đó ta không bao giờ biết 
được mà chỉ có thể phỏng đoán một cách không chắc chắn mà thôi. Tuy 
nhiên, ta có thể liệt kê rõ ràng và ngắn gọn những quy tắc toán học (ngày 
nay đã biết rõ nhưng ở thời Archimede chưa được nêu ra) mà ta cần để giải 
bằng các phương pháp hiện đại các bài toắn mà Archimede đã giải bằng 
phương pháp của ông. Ta cẩn: 


[#Z()4 =c [0% 


[U (x) +ø@)#= Ƒ (x)đx+ | s(®)—x; 


c là hằng số, f{x) và g(x) là hàm số. 


(2) Các trị số của 4 tích phản 





+ =—n với n=0, 1,2, 3. 


ñn+ 
(3) Cách giải thích hình học của hai tích phân- 


| ØG)dax, | xQ(x)dx. 


Ở đây, O(x) chỉ chiêu dài trong hình học phẳng và diện tích trong hình học 
không gian: trong cả hai trường hợp nó chỉ thiết diện ngàng biến thiên của 
hình hay vật thể do mặt phẳng vuông góc với trục x tạo ra. Tích phân đầu 
biểu thị diện tích hay thể tích, tích phân thứ hai biểu thị mômen của diện 
tích đồng chất hay thể tích tuỳ chỗ ta xét bài toán hình học phẳng hay hình 
học không gian. 

Archimèede không phái biểu các quy tắc đó mặc dù ta không thể không nghĩ 
rằng ông nắm vững các quy tắc đó dưới hình thức này hay hình thức khác. 
Ông cũng không phát biểu trong các biểu thức chung quá trình đặt cơ sở của 
việc chuyển từ thiết diện ngang biển thiên sang diện tích hay thể tích, từ hàm 
số dưới dấu tích phân sang tích phân, nhự chúng ta nói ngày nay. Ông đã mô 
td quá trình này trong các trường hợp riêng, ông đã áp dụng nó vào những 
trường hợp rất khác nhau, rõ ràng là ông đã biểu biết nó sâu sắc nhưng ông 
chỉ coi nô như một phương pháp nghiên cứu và đã coi điều đó là nguyên 
nhân hoàn toàn đẩy đủ để không phát biểu nó dưới dạng tổng quái. 

Bạn hãy dân ra những sự kiện hình học đơn giản có thể nêu rõ một cách 
trực giác ÿ nghĩa của 4 tích phân nêu ra ở (2). 
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( 'hương ÄX 


BÀI TOÁN ĐĂNG CHU 


1. Các lí lẽ quy nạp của Descartes 


Trong một tác phẩm chưa hoàn thành của Descartes là Régulaead 
Directionen Ingenti (Các chỉ đạo trí thông minh; cũng cần nói thêm rằng tác 
phẩm này phải được coi như là một trong các tác phẩm kinh điển về logic của 
phát minh), chúng ta tìm thấy một đoạn thú vị sau: “Để chứng minh bằng 
phương pháp liệt kê răng chu vi hình tròn nhỏ hơn chu vi mọi hình khác có 
cùng một điện tích, không nhất thiết phải nghiên cứu mọi hình có thể có, mà 
chỉ cần chứng minh cho một số hình để rồi suy ra chính điều đó cho tất cả các 
hình khác bằng quy nạp". 

Để hiểu ý nghĩa của đoạn trích này, ta sẽ thực hiện thực sự những gì 
Descartes đã nêu ra. Ta sẽ so sánh hình tròn với một vài hình khác: hình tam 
giác, hình chữ nhật và hình quạt tròn. Ta lấy hai hình tam giấc: tam giác đều và 
tam giác vuông cân (với các góc tương ứng là 60”, 60°, 60” và 907, 45°, 45”). 
Hình dạng hình chữ nhật được đặc trưng bằng tỉ số giữa chiều rộng và chiều cao 
của nó; chúng ta chọn các tỉ số đó là I: 1 (hình vuông); 2: l; 3: 1; 3: 2. Hình 
dạng của hình quạt tròn được xác định bằng góc ở tâm; chúng ta chọn các góc đó 
là 180°, 907 và 60” (nửa hình tròn, hình quạt 90 và hình quạt 607). Giả sử rằng 
tất cả các hình này đều có cùng diện tích, thí dụ là em”. Sau đó ta tính chu vi 
mỏi hình này bằng centimét. Ta sắp xếp các số tính được trong bảng sau; thứ tự 
các hình được chọn sao cho các chu vi tăng dần; khi ta đọc từ trên xuống dưới. 


Bảng ï 
Chu vị các hình có diện tích bằng nhau 
Hình tròn 3,55 Hình quạt 60” 4,21 
Hình vuông 4,00 Hình chữ nhật 2: I 4,24 
Hình quạt 902 4,03 Hình tam giác đều 4,56 
Hình chữ nhật 3: 2 4,08 Hình chữ nhật 3: 1 4,64 
Nửa hình tròn . — 410 Hình tam giác vuông cân 4,84 
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Trong số mười hình đã kê, có diện tích như nhau, thì hình tròn, kê đầu 
tiên, là hình có chu vi nhỏ nhất. Từ đây liệu có thể suy ra bằng quy nạp, như 
Descartes đã nêu, rằng hình tròn là hình có chu vi nhỏ nhất không chỉ trong 
mười hình đã kê, mà cả trong số tất cả các hình có thể có được không? Hoàn 
toàn không thể được. Nhưng không thể phủ định rằng bảng liệt kê tương đối 
ngắn gọn của chúng ta có tác dụng gợi ý rất mạnh đến định lí tổng quát 
này. Thật vậy, tác dụng gợi ý mạnh tới mức là nếu ta có thêm vào bảng liệt kê 
đó một hoặc hai hình thì cũng không làm tăng mấy tí tác dụng gợi ý về định 
lí này. 

Tôi có khuynh hướng tin rằng khi viết đoạn đã dẫn trên, Descartes đã nghĩ 
đến điều sau đây, tế nhị hơn. Tôi cho là ông ta có ý định nói rằng kéo dài bảng 
liệt kê này cũng không ảnh hưởng nhiều lắm đến niềm tin của chúng ta. 


2, Các lập luận ngầm 


"Trong tất cả các hình phẳng có cùng diện tích thì hình tròn có chu vi nhỏ 
nhất". Ta gọi điều khẳng định này, đã được xác nhận ở bảng I, là định ! đẳng 
chu. Bảng được lập tương ứng với giả thuyết của Descartes, và là lí lẽ quy nạp 
khá vững chắc nhằm phục vụ cho định lí đẳng chu. Nhưng tại sao lí lẽ này lại 
có vẻ vững chắc? 


Ta hãy hình dung đến một mức độ nhất định một hoàn cảnh tương tự. Ta 
lấy mười cây trong số mười loại cây quen biết khác nhau. Ta đo khối lượng 
riêng của mỗi loại cây và chọn cây gỗ nào có khối lượng riêng nhỏ nhất. Vậy 
nếu chỉ dựa trên cơ sở các quan sát này mà tin rằng loại cây nhẹ nhất trong 10 
loại cây đang nghiên cứu cũng có gỗ nhẹ nhất trong tất cả các loại cây, thì 
điều đó có hợp lí hay.không? Tin như vậy, không những không hợp lí mà còn 
là mù quáng. 

Điều đó có gì khác với trường hợp hình tròn? Chúng ta có thiện cảm với 
hình tròn, Hình tròn là hình hoàn thiện nhất; chúng ta sẵn sàng tin rằng cùng 
với các điều hoàn thiện khác của nó, hình tròn với một điện tích đã cho, có chu 
vi nhỏ nhất. Lí lẽ quy nạp do Descartes phát biểu có vẻ là vững chắc bởi vì ông 
ta đã xác nhận một giả thuyết có lí ngay từ đầu. 

"Hình tròn là hình hoàn thiện nhất", đó là một câu nói cổ truyền. Chúng ta 
tìm thấy câu nói đó trong các tác phẩm của Dante (1265-1329), Proclus (410-485) 
và ngay trong các tác giả trước nữa. Ý nghĩa của câu châm ngôn này không rõ 
rằng lắm nhưng trong đó có ẩn ý một cái gì to lớn khác thường. 
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Š. Các lí lẽ vật lí 


"Trong tất cả các vật thể có cùng thể tích thì hình cầu là hình có diện tích 
nhỏ nhất”. Ta sẽ gọi mệnh để này là "định lí đẳng chu trong không gian". 
Chúng ta có khuynh hướng tin vào định lí đẳng chu trong không gian cũng như 
trong mặt phẳng mà không cần có một chứng minh toán học nào. Có lẽ chúng 
ta còn có thiện cảm với hình cầu hơn cả với hình tròn. Thực thế, dường như - 
chính tự nhiên cũng có thiện cảm với hình cầu. Những giọt nước mưa, bọt xà 
phòng, Mặt Trời, Mặt Trăng, Trái Đất của chúng ta, các hành tỉnh đều có dạng 
hình cầu. Nếu biết ít nhiều về vật lí sức căng bề mặt ngoài, chúng ta có thể hiểu 
thấu đáo định lí đẳng chu ở bọt xà phòng. 

Tuy nhiên, ngay cả khi thực sự không biết vật lí thì bằng các cách nghiên 
cứu thô sơ, chúng ta cũng có thể đi đến định lí đẳng chu. Chúng ta có thể tìm 
thấy định lí đẳng chu ở con mèo. Tôi nghĩ rằng các bạn đã thấy con mèo làm gì 
khi nó chuẩn bị ngủ trong đêm khuya lạnh giá, nó xếp chân lại, cuộn tròn mình 
và như thế nó đã biến thân hình của mình thành khá giống hình cầu. Hiển 
nhiên, nó làm như thế là để giữ được hơi ấm, làm nhiệt lượng mất đi qua bề mặt 
thân thể của nó là nhỏ nhất. Con mèo không hề có chút ý định nào làm giảm 
thể tích của mình, mà chỉ cố gắng làm giảm bề mặt của mình. Khi nó biến 
mình thành vật càng giống hình cầu càng tốt, nó đã giải bài toán về vật thể có 
thể tích đã cho và có bề mặt nhỏ nhất. Có lẽ nó đã hiểu biết đôi chút về định lí 
đẳng chu. 


Vật lí học, dựa trên đó tiến hành việc nghiên cứu này, hết sức thô sơt”), 
Song việc nghiên cứu này vẫn đáng tin cậy và thậm chí cũng quý, như một loại 
tài liệu củng cố sơ bộ đối với định lí đẳng chu. Những lí lẽ chưa lĩnh hội được 
để ủng hộ cho hình cầu hoặc hình tròn, mà trên đây (§2) đã có ý nói tới, bắt 
đầu tập trung lại. Vậy chúng có phải là những bằng chứng cho phép tương tự 
vật lí hay không? 


4. Các lí lẽ quy nạp của Rayleigh 


Gần hai trăm năm sau khi Descartes mất, nhà vật lí Rayleigh (Rêlây) đã 
nghiên cứu các âm điệu của màng. Một mảnh da cừu căng trên một cái trống là 
"một cái màng" (hoặc đúng hơn, là hình ảnh gần đúng về khái niệm toán học 


(*) Đúng hơn là con mèo khôn ngoan phải làm nhỏ nhất không phải bể mật thân thể của mình 
mà là sự truyền nhiệt của nó hay là điện dung tĩnh của nó cũng vậy. Song, theo một định lí 
của Poincaré, bài toán cực tiểu khác này cũng có lời giải là hình cầu. 
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của màng) nếu nó được làm rất cẩn thận và được căng sao cho ở mọi chỗ đều 
như nhau, Người ta thường làm trống hình elip, hoặc hình đa giác, hoặc một 
hình khác bất kì. Cái trống có hình bất kì có thể phát ra các am khác nhau, 
trong đó có một âm thấp nhất, gọi là âm cơ bản, thường là âm mạnh nhất. 
Rayleigh đã so sánh các âm cơ bản của các màng có hình dạng khác nhau 
nhưng diện tích bằng nhau và ở trong cùng các điều kiện vật lí như nhau. Ông 
đã lập bảng II rất giống bảng [ nhưng theo một thứ tự hơi khác, và đối với mỗi 
hình đều có nêu ra độ cao (tần số) của âm cơ bản 


Bảng II 
Các tân số của âm cơ bản của các màng có diện tích bằng nhau 
Hinh tròn 4,261 
Hình vuông 4,443 
Hình quạt 902 4,551 
Hình quạt 602 4,616 
Hình chữ nhật 3: 2 ˆ 4,624 
Hình tam giác đều 4,774 
Nửa hình tròn 4,803 
Hình chữ nhật 2: 4 4,967 
Hình tam giác vuông cân 4,967 
Hình chữ nhật 3: 1 5,736 


Trong số mười hình có cùng diện tích kể trên, thì màng đầu tiên, màng hình 
tròn, có âm cơ bản thấp nhất. Từ đây theo phương pháp quy nạp, liệu ta có thể kết 
luận được rằng màng hình tròn có âm thấp nhất trong tất cả các hình hay không? 

Tất nhiên là không thể được; phương pháp quy nạp không bao giờ có thể 
cho một kết luận dứt khoát. Song nó đưa đến một kết luận rất mạnh, thậm chí 
còn mạnh hơn trong trường hợp trước. Chúng ta biết (Raylelgh và những người 
cùng thời với ông cũng biết) rằng trong tất cả các hình có cùng một diện tích 
đã cho, thì hình tròn có chu vi nhỏ nhất, và định lí này có thể chứng minh được 
bằng toán học. Khi nhớ tới tính chất cực tiểu về mặt hình học này của hình 
tròn, chúng ta có khuynh hướng tin rằng hình tròn cũng có tính chất cực tiểu về 
mặt vật lí, như bảng IJ đã gợi ý tới. Phép tương tự có ảnh hưởng đến phán đoán 
của chúng ta, nó có ảnh hưởng lớn. 

Việc so sánh bảng Í và bảng II hết sức có ích. Nó sẽ đưa tới những suy nghĩ 
khác nhau mà bây giờ chúng ta chưa định bàn đến. 
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ð., Rút ra các hệ quả 


Chúng ta phải nhìn bao quát các cơ sở khác nhau theo hướng có lợi cho 
định lí đẳng chu, hiển nhiên đó chưa phải là những cơ sở đầy đủ để chứng minh 
định lí, song là đủ để biến nó thành một giả thuyết hợp lí. Nhà vật lí nghiên cứu 
một giả thuyết trong khoa học của mình, từ đó rút ra các hệ quả. Những hệ quả 
này có thể phù hợp, hoặc mâu thuẫn với các sự kiện, và nhà vật lí nghĩ ra các 
thí nghiệm nhằm làm sáng tỏ điều xây ra trong thực tế. Nhà toán học khi 
nghiên cứu giả thuyết trong khoa học của mình có thể theo con đường tương tự. 
Ông ta cũng rút ra các hệ quả từ giả thuyết của mình. Những hệ quả này có thể 
đúng hoặc sai, và nhà toán học cố gắng làm sáng tỏ điều xảy ra trong thực tế. 

Ta sẽ đi theo con đường này để nghiên cứu định lí đẳng chu mà bây giờ ta 
sẽ phát biểu duới dạng sau: Trong tất cả các hình phẳng có cùng một chu vỉ thì 
hình tròn có diện tích lớn nhất. Điều khẳng định này khác với điều khẳng định 
đã nêu ở trên ($2) và không chỉ khác về lời văn. Tuy nhiên ta có thể chứng 
minh rằng hai khẳng định này là tương đương. Ta hãy tạm thời không chứng 
minh vội (xem §8) và chuyển ngay sang nghiên cứu các hệ quả. 


1) Didona, con gái của Thần rượu, trốn cha, sau nhiều chuyến phiêu lưu đã 
đên bờ biển châu Phi, ở đây Didona trở thành người sáng lập ra xứ Carthage 
(Cáctagiơ) và là nữ vương nổi tiếng đầu tiên của xứ này. Didona bắt đầu bằng 
cách mua của những người thổ dân một mảnh đất trên bờ biển, "không lớn hơn 
tấm da bò". Nàng cắt tấm da thành những sợi mảnh rồi bện lại thành một cái 
thừng rất dài. Nhưng sau đó Didona vấp phải một bài toán hình học: dùng cái 
thừng có chiều dài đã cho phải vây quanh một mảnh đất có hình như thế nào để 
được diện tích lớn nhất? 


Ở trong đất liền thì câu trả lời tất nhiên sẽ là hình tròn, nhưng trên bờ biển 
thì bài toán này thay đổi. Ta giải bài toán với giả thiết bờ biển là đường thẳng. 
Trên hình 10.1 cung XYZ có chiều dài đã cho. Phải làm cho diện tích ở giữa 
cung này và đoạn thẳng XZ thành cực đại (đoạn thẳng này nằm trên một đường 
thắng vô hạn đã cho, nhưng có thể kéo dài hoặc rút ngắn lại tuỳ ý). 





Y 
_z X 
z : X 
v 
Hình 10.1. Bài toán Didona Hình 10.2. Lời giải bằng phản xạ gương 
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Hình nón kép 0,7698 


Hình thập nhị diện 0,73547 
Hình lăng trụ tốt nhất 0,6667 
Hình bát diện 0,0045 
Hình lập phương 0,35236 
Hình nón tốt nhất 0.5000 
Hình tứ diện 0.3023 


Về lí do dùng thuật ngữ "tốt nhất" đối với hình nón kép, hình lăng trụ và 
hình nón, xem thí dụ tương ứng 8.23, 8.35, 8.52. 
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đòi hỏi phải có một giả thuyết đơn giản hoặc một dự đoán tương ứng. Ta sẽ bắt 
đầu bằng các thí dụ thường dùng trong lớp học và sau đó sẽ chuyển sang các 
thí dụ khác có ý nghĩa lịch sử. 


2. Phán đoán theo trường hợp có liên quan 


Khi làm một bài toán, ta thường dự đoán. Tất nhiên là ta muốn đoán cả lời 
giải đầy đủ. Song, nếu ta không làm được như vậy thì ta cũng sẽ hoàn toàn thoả 
mãn khi có thể đoán ra chỉ tiết này hoặc chỉ tiết khác của lời giải, ít nhất ta 
muốn biết bài toán của ta có "hợp lí" không. Ta tự hỏi: bài toán của ta có lí 
không? Giả thiết có thể được thoả mãn không? Giả thiết có đủ để xác định ẩn 
không? Thiếu chăng? Thừa chăng? Mâu thuẫn chăng? 


Các câu hỏi này nảy ra một cách tự nhiên và đặc biệt có ích trong giai đoạn 
đầu của việc giải toán, khi chúng là cần thiết không phải cho câu trả lời cuối 
cùng mà chỉ cho câu trả lời sơ bộ, cho dự đoán, và cũng có những trường hợp 
ta có thể đoán ra cả câu trả lời hoàn toàn hợp lí và không cần tốn nhiều công 
sức lắm. 


Để minh hoạ, ta hãy xét một bài toán sơ cấp trong hình học không gian. 
Trục của một hình trụ đi qua tâm một hình cầu. Mặt trụ cắt mặt cầu và chia 
hình cầu ra làm hai phần: "hình cầu bị đục thủng" và "cái nút"... 
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Phần đầu nằm ngoài, phần thứ hai nằm trong hình trụ. Hãy xét hình 11.1, 
mà ta phải quay quanh đường thẳng đứng AB. Cho biết bán kính hình cầu là r 
và chiều cao lỗ thẳng trên hình trụ là h. Tìm thể tích "hình cầu bị đục thủng". 

Nếu gặp bài toán trên đây, tất nhiên ta sẽ - 
nghĩ đến câu hỏi thông thường: Các đữ kiện . 
đã đủ để xác định ẩn không? Hay là còn 
thiếu? Hay là thừa? Có thể coi các dữ kiện r 
và bh như là vừa đủ. Thật vậy, r xác định kích 
thước hình cầu, còn h xác định kích thước lö 
thủng hình trụ. Nếu biết r và h, ta có thể xác 
định được "hình cầu bị đục thủng” về hình 
dạng và kích thước và mặt khác, để xác định 
được nó, ta cần biết r và h. Hình 11.1. Hình cầu bị đục thẳng 





3 
Tuy nhiên, khi tính thể tích cần tìm, ta được thể tích đó bằng —¡ xem thí 


dụ 5. Kết quả này xem ra hết sức kì quặc. Ta đã khẳng định rằng để xác định 
hình dạng và kích thước của "hình cầu bị đục thủng” ta cần cả r và h, nhưng 
bây giờ hoá ra để xác định thể tích của nó, ta không cần z, điều này nghe như 
hoàn toàn vô lí. - 

Thực ra ở đây không có mâu thuẫn. Nếu » không đổi, còn r tăng, thì "hình 
cầu bị đục thủng" thay đổi rõ về hình dạng: nó trở nên rộng hơn (điều đó đưa 
đến việc tăng thể tích), nhưng mặt ngoài của nó sẽ trở nên phẳng hơn (điều đó 
đưa đến việc giảm thể tích). Có điều là ta chưa thấy trước (và điểu đó ngay từ 
đầu hình như là không tự nhiên lắm) rằng hai khuynh hướng này vừa đúng cân 
bằng nhau và thể tích không thay đổi. 

Để hiểu rõ cả trường hợp riêng này, cả ý tổng quát làm cơ sở cho trường 
hợp riêng đó, ta phải phân biệt các bài toán khác nhau. Ta phải phân biệt rõ 
ràng hai bài toán có liên quan với nhau, nhưng không phải là đồng nhất. Nếu 
cho trước r và h, thì bài toán có thể yêu cầu ta xác định: 

a) Thể tích; 

b) Kích thước và hình dạng của "hình cầu bị đục thủng". 

Bài toán ban đầu của ta là (a). Ta thấy bằng trực giác rằng cho r và ở vừa là 
cần vừa là đủ để giải (b). Từ đấy, suy ra rằng các dữ kiện này cũng là đủ để giải 
cả (a), nhưng không nên suy ra rằng chúng cần để giải (a); và thật vậy, chúng 
không phải là điều kiện cần. 
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Khi trả lời câu hỏi "Các đữ kiện này có cần hay không?”, ta đã phán đoán 
theo trường hợp có liên quan; thay (a) bằng (b) tạ đã không để ý đến vự khác 
nhan giữa bài toán bạn đầu (a) và bài toán biến dạng (b). Xét trên phương diện 
phương pháp nghiên cứu, sự sơ xuất đó có thể tha thứ được: Ta chỉ cần câu trả lời 
phỏng đoán, nhưng mà nhanh. Ngoài ra, sự khác nhau như vậy ¿hờng ít được để 
ý tới: các dữ kiện cần để xác định hình dạng và kích thước :hzờng cũng cần để 
xác định thể tích. Ta đã đi đến một điểu mà ta cho là phi lí khi ta quên mất rằng 
kết luận của ta chỉ có tác dụng gợi ý về mặt phương pháp nghiên cứu, hoặc là vì 
tin tưởng một cách mơ hồ rằng một điểu khác thường không bao giờ có thể xảy 
ra. Nhưng trong thí dụ của ta thì chính lại một sự khác thường đã xảy ra, 

Phán đoán về bài toán đã cho theo bài toán biến dạng là một biện pháp 
nghiên cứu hợp lí và chính đáng. Song, ta không nên quên rằng kết luận mà ta 
đi tới nhờ phương pháp này mới chỉ là giả định, chưa phải là cuối cùng; mới chỉ 
là có lí, tuyệt nhiên không phải là chắc chắn đúng. 


ở. Phán đoán theo trường hợp chung 


Bài toán sau đây có thể là khuôn mẫu thích hợp để trình bày ở trên lớp về 
đại số cho người mới học: 

Lời di chúc của một ông bố cho ba người con gồm có các khoản sau: 

"Phần của con cả tôi sẽ bằng trung bình các phần của hai con khác, cộng 
thêm ba nghìn đồng. Phần của con thứ phải đúng bằng trung bình các phần của 
hai con khác. Phần của con út sẽ bằng trung bình của hai người kia, bớt đi ba 
nghìn đồng”. Hỏi mỗi phần là bao nhiêu? 

Giả thiết có đủ để xác định các ẩn hay không? Ta có đây đủ cơ sở để nói 
rằng đủ. Thật vậy, có ba ẩn tương ứng với các phần của người con cả, con thứ 
và con út, mà ta gọi là +, y, z. Mỗi một câu trong ba câu trong lời đi chúc có thể 
chuyển thành phương trình. Sau nữa, nói chung một hệ ba phương trình với ba 
ẩn xác định các ẩn này. Như thế, thật là hoàn toàn hợp lí nếu ta nghĩ rằng giả 
thiết của bài toán nêu ra là đủ để xác định các ẩn. 


Tuy nhiên, nếu viết các phương trình trên ra thì ta được hệ sau: 








x= #*Z 13000 
_ x+zZ 
=2 
x+y 


tạ 
lI 


— 3000. 





Cộng ba phương trình này, ta được: 

x+y+z=xz+y+z hoặc D=0. 

Bởi vậy, bất kì phương trình nào của hệ cũng là hệ quả của hai phương 
trình khác. Hệ của ta chỉ chứa hai phương trình độc lập với nhau và do đó đúng 
là không đủ để xác định các ẩn. 

Bài toán thay đổi hoàn toàn nếu như lời di chúc có thêm câu sau: "Tôi chia 
toàn bộ gia tài của tôi gồm 15000 đồng cho ba con tôi”. Câu này cho thêm 
phương trình: 

x+y+z= 15000 
vào hệ phương trình đã viết ở trên. 

Bây giờ, ta đã có một hệ phong phú hơn gồm bốn phương trình. Nhưng nói 
chung, một hệ bốn phương trình với ba ẩn số là mâu thuẫn. Song, trên thực tế 
thì hệ của ta không mâu thuẫn mà vừa đủ để xác định ẩn, và hệ cho ta: 


x=7000, y=5000, z = 3000. 


Ta có thể dễ dàng vượt qua những mâu thuẫn bể ngoài trong thí dụ không 
sâu sắc lắm trên đây, tuy nhiên việc giải thích kĩ cũng có thể là có ích. 

Nếu nói là "hệ nø phương trình với ø ẩn xác định các ẩn đó" thì không đúng. 
Thật vậy, ta vừa thấy một thí dụ đầy mâu thuẫn với ø = 3. Song, điều ta muốn 
nói đến ở đây không phải là một định lí toán học mà là một điều khẳng định có 
tính chất gợi ý về phương pháp nghiên cứu trong thực tế, điểu khẳng định đó 
như sau: "hệ z phương trình với ø ẩn nói chung xác định các ẩn ấy", Từ "nói 
chung” có thể giải thích một cách khác. Ở đây, ta nói đến cách giải thích "thực 
tế" có phần nào mơ hồ và thô sơ: khẳng định là đúng "nói chụng" nếu như nó 
xảy ra trong "đại đa số các trường hợp mà chắc là ta phải gặp". 

Khi bắt đầu giải một bài toán vật lí hoặc hình học bằng đại số, ta thường cố 
gắng một cách trực giác biểu diễn giả thiết đưa ra xét bằng các phương trình. Ta 
cố gắng biểu diễn điều này hay điều khác của giả thiết đó bằng một phương trình 
và cố gắng sử dụng hết mọi giả thiết như vậy. Nếu ta chọn được bao nhiêu phương 
trình ứng với bấy nhiêu ẩn, thì ta hi vọng rằng có khả năng xác định được các ẩn 
này. HI vọng đó thật hợp lí. Ta thường “gặp. các phương trình một cách tự nhiên”; 
ta có thể hi vọng là mình đang ở trong "trường hợp tổng quát". Song, thí dụ ta vừa 
gặp ở mục này lại không được tự nhiên lắm, nó đã được nghĩ ra một cách đặc biệt 
nhằm giải thích rõ ràng rằng khẳng định có tính chất gợi ý về phương pháp nghiên 
cứu không tuyệt đối chắc chắn. Do đó, thí dụ này nằm trong phần cơ sở của 
nguyên tắc gợi ý về phương pháp, vẫn hoàn toàn không mất hiệu quả. 
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Trong cuộc sống hằng ngày, ta thường tin vào những điều tương tự như 
vậy. Ta có đầy đủ cơ sở để không đến nỗi quá lo sợ về những cái gì quá bất 
thường. Có bức thư bị mất và có chuyến tàu bị đồ, tuy vậy tôi vẫn cứ gửi thư và 
không lưỡng lự chút nào khi bước chân lên tàu. Nói cho cùng thì việc các bức 
thư bị mất và các chuyến tàu bị đổ là những chuyện đặc biệt bất thường: trường 
hợp bất hạnh như vậy có xảy ra thì cũng chỉ chiếm một tỉ lệ rất nhỏ. Vậy tại 
sao trường hợp bất hạnh đó phải xảy ra đúng vào lúc này? Tương tự như vậy, 
một điều hoàn toàn tự nhiên là phương trình với n ấn mà ta nhận được có thể 
là không đầy đủ để xác định các ẩn. Tuy nhiên, nói chung thì điều đó không 
xảy ra; vậy thì tại sao điều đó phải xảy ra đúng vào lúc này? 

Ta không thể sống cũng như không thể giải toán nếu không có một chút lạc 
quan nào. 


4. Mệnh đề đơn giản hơn được ưa chuộng hơn 


Các nhà triết học kinh viện nói rằng "Sự đơn giản là dấu vết của chân lí”. 
Đến nay, khi nhân loại đã già dặn hơn và đã tích luỹ được khá nhiều kinh 
nghiệm khoa học của các thế kỉ qua, ta cần phát biểu thận trọng hơn; ta biết 
rằng, chân lí có thể cực kì phức tạp, có thể là các nhà triết học kinh viện không 
có ý định nói rằng sự đơn giản là thuộc tính ắt có của chân lí; cũng có thể họ có 
ý muốn phát biểu nguyên tắc về mặt phương pháp nghiên cứu: "Cái gì là đơn 
giản thì có nhiều triển vọng là chân lí". Có lẽ tốt hơn nữa là nói ngắn hơn nữa 
và giới hạn trong lời khuyên tầm thường: "Trước tiên, bạn hãy thử điều đơn 
giản nhất". 

Lời khuyên dựa trên lương tri này bao gồm (đúng là có đôi chút chưa rô 
ràng) các biện pháp có tính chất gợi ý đã xét ở trên. Thể tích thay đổi khi hình 
dạng thay đổi - đó không chỉ là trường hợp thông thường, mà còn là trường hợp 
đơn giản nhất. Hệ zø phương trình với n ẩn xác định các ẩn ấy, đó không chỉ là 
trường hợp tổng quát mà còn là trường hợp đơn giản nhất. Điều hợp lí là trước 
tiên hãy thử trường hợp đơn giản nhất. Cho dù rút cuộc ta có phải xét chi tiết 
hơn các khả năng phức tạp hơn đi nữa thì việc nghiên cứu trước trường hợp đơn 
giản nhất vẫn có thể là bước chuẩn bị có ích. 

Trước tiên, hãy thử điểu đơn giản nhất - đó là một phần của cách xử lí, 
thuận lợi khi gặp các bài toán lớn hơn hoặc nhỏ hơn. 

Ta hãy thử hình dung (có đơn giản đi khá nhiều và chắc chắn với ít nhiều 
sai lệch) tình thế của Galilei khi ông nghiên cứu định luật rơi của các vật thể. 
Nếu ta muốn chọn một ngày tháng xác định nào đó làm mốc cho kỉ nguyên của 
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khoa học hiện đại thì ngày Galilel tiến hành việc nghiên cứu này có thể là thích 
hợp hơn cả. 

Ta cần hiểu rõ hoàn cảnh của Galilei. Ông có một vài người thầy, một vài. 
người bạn tán thành quan điểm của ông, nhưng ông lại bị trường phái triết học 
đang thống trị thời đó, những môn đồ của Aristote phản đối quyết liệt. Họ đã 
đặt câu hỏi: "Tại sao các vật lại rơi?" và họ đã thoả mãn với một câu giải thích 
hời hợt đó, hầu như chỉ thuần tuý bằng lời. Galilei hỏi:"Các vật rơi như thế 
nào?" và ông đã cố gắng tìm câu trả lời dựa vào thí nghiệm và hơn thế nữa, câu 
trả lời chính xác, có thể biểu thị bằng các số và các khái niệm toán học. Việc 
thay thế câu hỏi "Tại sao?" bằng câu hỏi "Như thế nào?", việc fìm câu trả lời 
dựa vào thí nghiệm và việc tìm định luật toán học, diễn tả một cách cô đọng 
các sự kiện thực nghiệm - đó là điều thông thường trong khoa học hiện đại, 
nhưng trong thời đại của Galilei thì đó là điều mới lạ, có tính chất cách mạng. 

Một hòn đá rơi từ chỗ cao hơn sẽ đập xuống đất mạnh hơn. Chiếc búa rơi từ 
một điểm cao hơn sẽ làm cho chiếc cọc cắm xuống đất sâu hơn. Vật rơi càng 
xa điểm ban đầu của nó thì chuyển động càng nhanh hơn - tất cả điều đó là rõ 
ràng từ những quan sát trực tiếp. Cái gỉ là đơn giản nhất? Hình như ta chỉ cần 
giả sử đơn giản rằng vận tốc của vật, bắt đầu rơi từ vị trí tĩnh, là z/ l¿ với quãng 
đường vật đã đi. Galilei nói: "Nguyên tắc này thật hết sức hiển nhiên, nó tương 
ứng với thí nghiệm của ta về các máy hoạt động do va chạm". Nhưng rút cuộc 
Galilei gạt bỏ thuyết vận tốc tỉ lệ với khoảng cách, coi "đó không chỉ là một sai 
lầm mà còn là điều không thể có được". 

Các ý kiến phản đối của Galilei, chống lại giả thuyết mà ban đầu ông cho 
là điều tất nhiên, có thể diễn đạt rõ ràng và chính xác hơn bằng các kí hiệu của 
giải tích các vô cùng bé. Dĩ nhiên việc làm này là một sai lâm vẻ lịch sử: giải 
tích các vô cùng bé được phát minh sau khi Galilei mất và ít ra cũng một phần 
do ảnh hưởng các phát minh của ông. Song ta vẫn sẽ sử dụng phép tính này. 
Giả sử ¿ là thời gian trôi qua từ lúc vật bắt đầu rơi, còn x là quãng đường vật đã 


: uy đ » sẻ -. 
đi. Như vậy vân tốc bảng ¬ (một trong những thành tựu của Galilei là đã diễn 


đạt được khái niệm vận tốc một cách chính xác). Giả sử g là hằng số đương 
thích hợp. Khi đó "giả thuyết đơn giản này”,vận tốc tỉ lệ với quãng đường vật 
đã đi, được biểu thị bằng phương trình vi phân: 


dx 

“=øx. I 

S2 () 
Ta phải thêm điều kiện ban đầu 

x=0Okhi=0. @2) 
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Từ phương trình (1) và (2) suy ra rằng 
đx 


—— =0,khir=0. 3 
- 1 @) 


Điều này biểu thị rằng vật thể rơi bắt đầu chuyển động từ vị trí nh. 
Nhưng nếu lấy tích phân phương trình vi phân (1), chúng ta lại được: 


>_ [z, lnr = gr +lnc. 
* 
trong đó, c là một hằng số nào đó. Điều này cho ta: 


x=ce*,  ——==gceŸ, 


đi 
Song, từ đó ta có: 


x=c>0, đề — >0 khi =0 
dĩ 


điều này mâu thuẫn (L) và (2): chuyển động thoả mãn phương trình vi phân (1) 
không thể bắt đầu từ vị trí nh. Và như vậy, giả thuyết dường như là "đĩ nhiên", 
là "đơn giản nhất", thật ra là một giả thuyết đầy mâu thuẫn bên trong, "không 
chỉ là sai lâm mà còn là điểu không thể có được", như Galilei đã phát biểu. 
Nhưng điều "đơn giản nhất tiếp theo sau" là cái gì? Ta có thể giả thuyết 

rằng vật thể rơi bắt đầu chuyển động từ vị trí tĩnh, có vận tốc tỉ lệ với thời gian. 
Đó là quy luật nổi tiếng mà rút cuộc Galilei đã đi đến được. Theo kí hiệu hiện 
đại, quy luật này được biểu diễn bằng phương trình: 

đà 

cp SỬ 


và chuyển động thoả mãn phương trình này tất nhiên là có thể bắt đầu từ vị trí fĩnh. 
5, Cái vốn 


Ta không thể không khâm phục đặc tính mạnh dạn suy nghĩ của Galilel, 
tính tự do không bị lệ thuộc vào các thành kiến triết học và chủ nghĩa thần bí 
của ông. Tuy nhiên, ta cũng phải khâm phục cả những thành tựu của Kepler, 
người đương thời với Galilei, đã bị ảnh hưởng sâu xa của chủ nghĩa thần bí và 
các thành kiến của thời đại. 

Ta khó hiểu rõ được quan điểm của Kepler. Bạn đọc ngày nay ngạc nhiên 
về tên gọi như "Nhập môn về nghiên cứu địa đồ vũ trụ, nội dung bí mật vũ trụ, 
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về tỉ lệ lí thú của các quỹ đạo thiên thể, các nguyên nhân thích đáng và thực sự 
của các số, các đại lượng và chuyển động chu kì của các thiên thể, được chứng 
minh bằng năm hình đều". 

Nội dung lại càng làm tả ngạc nhiên hơn nữa: thiên văn học quyện với thần 
học, hình học lẫn lộn với thiên thể học. Tuy nhiên, dù nội dung có phần kì quặc 
thế nào đi nữa thì công trình đầu tiên này của Kepler đã đánh dấu bước đầu của 
các phát minh vĩ đại về thiên văn của ông và ngoài ra cũng làm nổi bật một cách 
hấp dẫn và sinh động cá tính của ông. Niềm khao khát hiểu biết của ông thật 
đáng khâm phục, mặc dù hầu như nó chỉ ngang với niềm khao khát bí ẩn của ông. 

Như tên gọi tác phẩm của ông đã nói lên hoàn toàn đúng, Kepler có ý định 
khám phá ra nguyên nhân hoặc nguồn gốc của số các hành tinh, khoảng cách 
từ chúng đến Mật Trời, chủ kì quay của chúng. Thật vậy, ông hỏi: tại sao lại có 
vừa đúng sáu hành tinh? Tại sao quỹ đạo của chúng được sắp xếp cụ thể như 
thế? Những câu hỏi này thật kì lạ đối với chúng ta, nhưng đối với một số người 
cùng thời với ông lại không kì lạ chút nào. 

Một lần, ông nghĩ rằng ông đã khám phá ra bí mật và ghi vào quyền số tay 
của mình: "Quỹ đạo của Trái Đất, hay là mặt cầu, là thước đo của tất cả. Hãy 
ngoại tiếp Trái Đất một hình thập nhị diện: mặt cầu bao quanh nó là Sao Hoả. 
Hãy ngoại tiếp Sao Hoả một hình tứ diện: mặt cầu bao quanh nó là Sao Mộc. 
Hãy ngoại tiếp Sao Mộc một hình lập phương: mặt cầu bao quanh nó ià Sao 
Thổ. Bây giờ hãy nội tiếp Trái Đất một hình nhị thập điện: mặt cầu bao quanh 
nó là Sao Kim. Hãy nội tiếp Sao Kim một hình bát diện: mặt cầu bao quanh nó 
là Sao Thuỷ, Bay giờ ta đã có cơ sở cho số các hành tỉnh"), 


Như vậy, Kepler hình dung 11 mặt đồng tâm, 6 mặt cầu sắp xếp xen với 5 
đa điện đều. Mặt đầu tiên và ở ngoài cùng là một mặt cầu và mỗi một mặt trước 
đó. Mỗi mặt cầu đều gắn liền với một hành tinh: bán kính mặt cầu bằng khoảng 
cách (khoảng cách trung bình) từ hành tinh đến Mặt Trời. Mỗi đa diện đều nội 
tiếp mặt cầu trước, bao nó, và ngoại tiếp mặt cầu sau, chứa trong nó. 

Và Kepler bổ sung: "Tôi chưa bao giờ tìm được đủ lời lẽ để diễn đạt sự 
khâm phục của mình trước phát minh này”. 

Kepler đã so sánh tỉ mỉ giả thuyết của mình với các sự kiện (về mật này 
ông là một nhà bác học hiện đại). Ông lập bảng, bảng này được trình bày ở đây 
dưới hình thức hiện đại hơn chút ít (bảng I). Cột (1) đánh số hành tính theo thứ 


(*) Kepler gạt bỏ giải thích của Rhaticus: có 6 hành tính vì 6 là số hoàn chỉnh đầu tiên (số 
hoàn chỉnh là số bằng tổng các ước số của nó, không kể nó-ND). 
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tự tăng dần của khoảng cách đến Mặt Trời; nó gồm 6 dòng, nhiều hơn các cột 
sau một dòng. Cột (2) chứa tỉ số khoảng cách giữa hai hành tỉnh cạnh nhau đến 
Mặt Trời, theo Copernic; mỗi tỉ số đặt giữa các dòng chỉ rõ tên các hành tính 
tương ứng; khoảng cách giữa các hành tinh bên ngoài là mẫu số. Cột (4) liệt kê 
năm đa diện đều theo thứ tự mà Kepler đã chọn. Cột (3) chỉ rõ tỉ số giữa bán 
kính mặt cầu nội tiếp và ngoại tiếp đa diện đều tương ứng. Các số trên cùng 
một dòng phải phù hợp với nhau. Thực ra, có hai dòng là phù hợp, và ba dòng 
còn lại thì sai lệch nhiều. 
Bảng I 


Lí thuyết Kepler so sánh với các điều quan sát được. 


Trái Đất... _09,795 Hình nhị thập diện 
Sao Kim... Hình bát diện 


Sao Thuý... 






























































Bây giờ, Kepler bắt đầu thay đổi quan điểm và sửa chữa giả thuyết ban đầu 
của mình (điều này ít nhiều làm ta nghĩ đến một nhà bác học hiện đại). Điều 
sửa chữa cơ bản là ở chỗ ông so sánh khoảng cách từ Sao Thuỷ đến Mặt Trời 
không phải với bán kính của mặt cầu nội tiếp hình bát diện mà với bán kính 
của hình tròn nội tiếp hình vuông, có được do một mặt phẳng đối xứng nào đó 
cắt hình bát diện. Tuy nhiên, không đi đến được một sự hoà hợp bất ngờ nào 
giữa giả thuyết và điều quan sát. Dù sao, ông vẫn tin chắc vào quan niệm của 
mình. Hình cầu là "vật thể hoàn thiện nhất", và sau hình cầu là năm hình đa 
diện đều. Kepler đã thoáng có ý nghĩ rằng vô vàn các vì sao bất động có thể có 
quan hệ nào đó với tập hợp khó phân biệt các vật thể không đều. Đối với ông, 
điều rất "tự nhiên" là Mặt Trời và các hành tính, phải có mối liên hệ nào đó với 
các vật thể Ơclit tuyệt vời nhất. Điều đó có thể xem như là bí mật của hệ thống 
vũ trụ, "bí mật vũ trụ”. 

Trên quan điểm hiện đại, giả thuyết của Kepler có vẻ là vô lí. Ta biết nhiều 
mối liên hệ giữa các sự kiện quan sát được với các khái niệm toán học, nhưng đó 
là các quan hệ có tính chất hoàn toàn khác. Ta chưa biết một mối liên hệ có ích 
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nào lại có sự tương tự dễ thấy nào đó với giả thuyết Kepler. Điều lạ lùng nhất mà 
ta thấy là Kepler lại có thể tin vào sự tồn tại của một cái gì sâu xa ẩn sau con số 
các hành tỉnh và đặt câu hỏi: "Tại sao lại có vừa đúng sầu hành tĩnh?". 

Có thể nảy sinh xu hướng coi giả thuyết của Kepler như là một điều nhầm 
lẫn lạ lùng. Tuy nhiên, ta cũng phải tính đến khả năng là một số các lí thuyết 
mà ngày nay ta nói đến một cách trân trọng có thể sẽ bị xem như một điều 
nhầm lẫn lạ lùng, nếu không phải là bị hoàn toàn quên bắng trong một tương 
lai không xa. Tôi nghĩ rằng, giả thuyết của Kepler thật hết sức có ích. Nó chỉ ra 
một cách đặc biệt rõ ràng hoàn cảnh mà ta đang nói tới: Niềm tin vào giả 
thuyết chắc chắn sẽ phụ thuộc vào toàn bộ cái vốn” của ta, phụ thuộc vào tất 
cả không khí khoa học chung của thời đại chúng ta. 


6. Ta chưa tận dụng 


Thí dụ trên đây đã nêu lên hàng đầu một đặc điểm quan trọng của các suy 
luận có lí. Ta hãy thử mô tả đặc điểm này ở một mức độ tổng quát nhất định. 

Ta có một giả thuyết nào đó gọi là A. Như thế có nghĩa là A là một mệnh 
để đã được diễn đạt rõ ràng, nhưng chưa được chứng minh. Ta nghĩ rằng A 
đúng nhưng trên thực tế ta chưa biết là A đúng hay không. Dẫu sao ta vẫn ít 
nhiều tin vào giả thuyết của mình. Niềm tin như vậy có thể có, nhưng không 
nhất thiết phải có một cơ sở rõ ràng. Giá thuyết À nảy sinh hoàn toàn bất ngờ 
sau một thời gian dài suy nghĩ về bài toán nào đó mà không đạt kết quả rõ 
ràng. Giả thuyết A có thể là lối thoát duy nhất ra khỏi tình thế rối ren, nó cũng 
có thể hầu như là không còn điều gì dáng nghi ngờ nữa, mặc dù ta vẫn không 
thể nói được là tại sao. 

Tuy nhiên, sau một thời gian nhất định, trong óc ta có thể nảy ra những lí lẽ 
rõ ràng hơn, tuy vẫn chưa chứng minh được A, nhưng chắc chắn là có lợi cho A: 
các lí lẽ theo tương tự, theo phương pháp quy nạp, theo các trường hợp có liên 
quan, theo kinh nghiệm chung hoặc theo sự đơn giản riêng của chính bản thân 
A. Những lí lẽ như vậy không cho một chứng minh chặt chẽ nào, nhưng có thể 
làm cho À trở nên rất có lí. 

Song, tất cá những gì ta đã phát hiện ra trong giả thuyết đó mà không có 
những lí lẽ điển đạt chính xác nào, phải làm cho ta thận trọng. 

Và ta sẽ lần lượt hiểu rõ những lí lẽ này. Một điểm sáng tỏ đầu tiên trên 
nền tối đã xuất hiện. Tuy nhiên, sau điểm này trên nền còn có một cái gì đấy, 


(*) tức là "toàn bộ gia tài trí tuệ” (theo chú thích của bản dịch tiếng Nga). 
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bởi vì sau đó lại rút ra được một lí lẽ sáng tỏ khác... Và cứ như vậy, sau mỗi 
điểm sáng tỏ lại có thể có một điều gì đó. Có thể rằng, cái vốn này là vô tận. 
Có thể rằng ziểm tin của ta vào giả thuyết không bao giờ chỉ dựa trên các cơ sở 
đã được sóng tỏ, niềm tin đó một phần nào có thể cần đến toàn bộ vốn của ta 
làm căn cứ. 

Dẫu sao, các cơ sở có lí đều quan trọng và các cơ sở có lí đã được sáng tỏ 
lại càng đặc biệt quan trọng. Khi nghiên cứu một thực tế dễ quan sát, ta không 
bao giờ có thể đi đến một chân lí đã được chứng minh, bao giờ ta cũng phải dựa 
vào một cơ sở có lí nào đó. Khi nghiên cứu các vấn đề toán học thuần tuý, ta có 
thể đi đến một chứng minh chặt chẽ. Tuy nhiên, đi đến được chứng minh đó có 
thể là rất khó và việc xét các cơ sở và dự đoán có lí có thể cho ta dựa tạm thời 
và rút cuộc có thể dẫn ta đến việc khám phá ra chứng minh cuối cùng. 

Các lí lẽ ơristic (heuristic) là quan trọng mặc dù chúng chưa chứng minh 
được cái gì. Việc làm sáng tỏ các lí lẽ øristic của ta cũng quan trọng, mặc dù 
sau mỗi lí lẽ đã được làm sáng tỏ như thế, có thể lại còn có một cái gì nữa - có 
thể là một cơ sở nào đó càng mờ mịt hơn, càng quan trọng hơn. 

Điều đó gợi ra một nhận xét khác: nếu trong mỗi trường hợp cụ thể ta chỉ 
có thể làm sáng tổ một số cơ sở có lí của ta và không có một trường hợp cụ thể 
nào trong đó ta sử dụng hết mọi cơ sở ấy thì liệu có thể hi vọng mô tả trừu 
tượng mọi dạng của cơ sở có lí một cách triệt để không? 


7. Những giả thuyết ơristie thông thường 


Một vấn đề khác được đề ra từ hai trong các thí dụ của ta (§2 và 3). Ta hãy 
nhắc lại sơ lược một tình huống và sẽ đề cập đến một tình huống tương tự. 

Khi làm một bài toán nào đó, từ những nguồn rõ ràng là khác nhau, bạn 
nhận được bao nhiêu phương trình nếu có bấy nhiêu ẩn. Bạn cần biết rằng ứ 
phương trình không phải bao giờ cũng đủ để xác định ứ ẩn: các phương trình có 
thể là phụ thuộc vào nhau hoặc mâu thuẫn với nhau. Song, đó là trường hợp 
ngoại lệ và như vậy có lẽ điều hợp lí là hi vọng rằng các phương trình của bạn 
sẽ xác định các ẩn. Bởi vậy, bạn hãy tiến lên, hãy biến đổi các phương trình của 
nnình và hãỳ xem ïừ đó suy ra được cái gì, Nếu có mâu thuần hoặc bất định thì 
điều này một phần nào sẽ được phát hiện. Mặt khác, nếu bạn đi đến một kết 
quả chính xác thì bạn có thể cảm thấy rất muốn bỏ thì giờ và công sức để 
chứng rninh chặt chẽ. 

Khi giải một bài toán khác, bạn đi đến tích phân từng phần một chuỗi vô 
hạn. Bạn cần biết rằng một phép toán như vậy không phải bao giờ cũng hợp lệ 
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và có thể dẫn đến kết quả không đúng. Song, đó là trường hợp ngoại lệ và như 
thế thì điều hợp lí là hi vọng rằng chuỗi của bạn sẽ dẫn bạn đến chỗ cần thiết. 
Bởi vậy, có thể là hợp lí nếu cứ tiến lên, xét xem có thể suy ra được cái gì từ 
công thức của bạn, một công thức chưa được chứng minh hoàn toàn và gác 
sang một bên nỗi lo lắng về phép chứng minh đầy đủ. 


Ở đây, ta đã để cập đến bơi giả thuyết ơristic thông thường, một về hệ 
phương trình, một về chuỗi vô hạn. Trong mọi lĩnh vực toán học đều có những 
giả thuyết như vậy và một trong các thành tựu chính của một chuyên gia trong 
lĩnh vực đó là hiểu biết về các giả thuyết phổ biến, hiểu rõ có thể sử dụng 
chúng như thế nào và có thể tin cậy chúng đến đâu. 

Tất nhiên là không nên quá tin vào một dự đoán, vào các giả thuyết ơristic 
thông thường và vào cả các giả thuyết của chính bản thân bạn. Không chứng 
mình đã tin rằng dự đoán của bạn là đúng thì thật là mù quáng. Tuy nhiên, bắt 
tay làm một cái gì với niềm hi vọng rằng dự đoán của bạn có thể là đúng, thì 
điều đó có lẽ hợp lí. Lạc quan một cách thận trọng là một quan điểm thông mình. 


CÁC THÍ DỤ VÀ CHÚ THÍCH VỀ CHƯƠNG XI 


1. Trong một tam giác cho biết đáy a, đường cao h ứng với a và góc œ đối 
diện với da. (a) Hãy dựng tam giác; (b) tính diện tích tam giác. Tất cả các 
dữ kiện có cần hay không? 

2. Trong một hình thang, cho biết chiều cao (đường vuông góc với hai cạnh 
song song) là h, đường trung bình (đường song song với hai cạnh song song 
và cách đều các cạnh này) là m, các góc a và j nằm giữa một trong hai 
cạnh song song và hai cạnh còn lại (cạnh bên). (a) Hãy dựng hình thang, 
(b) Tính diện tích của nó. Tất cả các dữ kiện có cần hay không? 

3. Đới cầu là một phần mặt cầu nằm giữa hai mặt phẳng song song. Chiều 
cao của đới cầu bằng khoảng cách giữa hai mặt phẳng này. Cho trước bán 
kính hình cầu là r, chiều cao của đới cầu là h và khoảng cách từ tâm hình 
cầu đến mặt phẳng giới hạn gần tâm hơn là d. Hãy tìm diện tích của đới 
cầu. Bạn có những nhận xét gì? 

4. Một mặt cầu thứ nhất có bán kính là a. Một mặt cầu thứ hai, có bán kính là 
b, cắt mặt cầu thứ nhất và ải qua tâm mặt câu này. Hãy tính diện tích phần 
mặt cầu thứ hai nằm trong mặt câu thứ nhất. Bạn có nhận xét gì? Bạn hãy 
thử lại những trường hợp đặc biệt. 

3. Hãy xét lại thí dụ §2 và hãy chứng mình lời giải. 


15 TH§LCL 225 


6. 


226 


Hình câu phân là một phần của hình cầu nằm giữa hai mặt phẳng song 
song. Bề mặt của nó gôm ba phần: mặt đới cầu và hai hình tròn gợt là đáy 
và nắp của cầu phân. Ta sẽ dùng các kí hiệu dưới đây: 

a là bán kinh đáy, 

b là bán kính nắp, 

h là chiều cao (khoảng cách giữa đáy và nắp), 

M là diện tích thiết diện ngang trung bình (song song với đáy và nắp và 
cách đều chúng), 

V là thể tích cầu phân. 

Cho trước a, b và h. Hãy tìm MỊh — V. 

Bạn có những nhận xét gì? Bạn hãy thử lại vài trường hợp đặc biệt. 

Trục của mội hình nón đi qua tâm một hình cầu. Mặt nôn cắt mặt cầu theo 
hai đường tròn và chia hình cầu ra làm hai phân: "phần hình cầu bị đục 
thủng theo hình nón" và "cái nút" (xem 

hình l1.2, phải quay hình này quanh 

đường thẳng AB), cái nút ở trong hình 

nón. Giả sử r là bản kinh hình cầu và c 

là chiều dài của dây mà khi quay tạo nên 

lỗ thủng hình nón và h (chiễu cao phần 

hình cầu bị Âục thủng) là hình chiếu của 

c xuống trục của hình nón. Cho trước r„' 


Là 





c và h. Hãy tìm thể tích "phần hình cầu __B 
bị đục thẳng theo hình nón”. Bạn có Hình 11.2. Hình cẩu bị đục thủng 
những nhận xét gì? theo hình nón 


Trục của một hình paraboloit tròn xoay đi qua tâm một hình cầu và mặt 
của chúng cắt nhau theo hai đường tròn. Hãy tính thể tích vật hình nhẫn 
nằm giữa hai mặt này (ở trong hình cầu 
và Ở ngoài paraboloil), nếu cho biết bán 
kinh hình cầu là r, hình chiếu h của vật 
hình nhẫn xuống trục của paraboloit và 
khoảng cách di từ tâm hình cầu đến đỉnh 
của paraboloit (hãy quay hình 1] 3 quanh 
Ôx). Bạn có nhận xét gì? 





Cho trước đáy dưới một hình thang a, đáy 
trên là b, và chiêu cao là h; a> b, Hình Hình " .“. suy thủng 
thang quay quanh đáy dưới của nó sẽ tạo theo BÌNH Laralso 


nên một hình tròn xoay (hình trụ được phú bằng hai hình nón. Hãy tìm (a) 
thể tích vật thể tròn xoay; (b) diện tích mặt ngoài của nó. Dữ kiện có đủ để 
xác định ấn không? 

10. Có 10 số được chia theo một thứ tự nhất định wạ, uạ, uạ,..., nạo, liên hệ với 
nhau sao cho mỗi số, bắt đầu từ số thứ ba, là tổng của bai số đứng trước: 

Hạ = Hạ + Hạ với h= 3, 4,... 10. 

Cho trước u;, hãy tìm tổng của 10 số úr + Hạ +... + Hịo, 
Các dữ kiện cá đủ xác định ẩn không? 

11. Hđy tính 


lạ; axz2 “ 


Bạn có nhận xét gì? Hãy thứ lại các trường hợp a = Ú, q ~2 œ0, g ~a -Ø0, 

12. Hãy khái quát hoá thí dụ I1 (trước tiên, hãy thử điều đơn giản nhất). 

13. Hãy viết một phương trình với một ẩn, mà phương trình không xác định 
được ẩn. 


14. Nếu bản chất các ẩn bị giới hạn bởi một điều kiện phụ thích hợp thì một 
phương trình có thể xác định nhiêu ẩn. Chẳng bạn nếu x, y, z, là các số 
thực thì chúng hoàn toàn được xác định bởi phương trình 

xÃ + y + z? = 
Hãy từm mọi bộ các số nguyên dương x, y thoả mãn phương trình xÃ+ y? = 128. 
15. Háy tìm mọi bộ các số nguyên đương x, y, z và d thoa mãn phương trình 
: 3 
x +y +z”+uˆ=64 
16. Trường hợp tổng quát. Hấy xét hệ ba phương trình tuyến tính với ba ẩn: 
đ‡x + by + cịz =ảị, 
đ2x + Day + ca2 = đa, 
43x + bạy + CxZ ~ đa, 
Giả sử 12 số đã cho ai, Ðị, cụ, đị, đạ.... đ; là các số thực. Hệ được gọi là xác 
định nếu nó chỉ có một nghiệm (chỉ có một bộ ba số x, y, z thoả mãn hệ), là 
bất định nếu nó có vô số nghiệm và không tương thích nếu nó không có 
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nghiệm nào. Xót trên những quan điển khác, trường hợp hệ xác định được 
coi là trường hợp ngoại lệ, không bình thường, không tiêu chuẩn, không đúng. 

a) Về mặt hình học, ta có thể coi tập hợp ba số x, y, z như một điểm trong 
hệ toa độ vuông góc, còn mỗi phương trình như tập hợp các điểm thoả mãn 
phương trình này, như một mặt phẳng (thật ra, để giải thích được như vậy, 


ta phải giả thiết rằng vế trái của mỗi phương trình có ít nhất một hệ vố 


khác 0, nhưng ta sẽ giả thiết như vậy). Hệ ba phương trình là xác định nếu 
ba mặt phẳng chỉ có một điểm chung. Khi chúng có hai điển chung thì 
chúng cũng có cả một đường thẳng chung và như vậy hệ là bất định. Khi ba 
mặt phẳng song song với cùng một đường thẳng, nhưng cả ba không có một 
điểm chung nào thì hệ là không tương thích. Nếu ba mặt phẳng ở trong "vị 
trí tổng quát", nếu chúng được chọn "một cách tuỳ ý" thì chúng chỉ có một 
điểm chung và hệ là xác định. 

b) Về mặt đại số thì hệ ba phương trình là xác định khi và chỉ khi định thức 
thành lập từ 9 hệ số ở về trái là khác 0. Do đó, hệ là xác định nếu trong 
dạng của phương trình không có một điều kiện đặc biệt hoặc điều hạn chế 
nào đối với các hệ số. 

c) Ta có thể giải thích tập hợp 9 hệ số (thực) (ai, dạ, d3, Ðị,..., cạ) như một ˆ 
điểm trong không gian 9 chiều. Những điểm tương ứng với các hệ không 
xác định (bất định hoặc không tương thích), thoả mãn phương trình (định 
thức = 0) và như vậy, chúng tạo nên một da dạng với số chiêu thấp hơn 


("siêu diện" 8 chiều). 


17. 


18. 


19. 
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d) Vô cùng ít khả năng để một hệ ba phương trình tuyến tính với ba ẩn số, 
lấy tuỳ ý, là bất định. Xem thí dụ 14 - 23. 

Hãy xét các hình câu nội tiếp và ngoại tiếp mỗi một trong năm đa diện đều, 
hãy tính tỉ số các bán kính của chúng. 

Cột (3) bảng Ï vẫn không đổi nếu ta đối chỗ hình lập phương với hình bát 
diện, hoặc hình thập nhị diện với hình nhị thập diện. Đối với lí thuyết của 
Kepler thì sự bất định này phải xem là khó khăn cơ bản. Tuy nhiên, Kepler 
tỏ rõ tài sáng tạo phi thường trong việc tìm ra các nguyên nhân làm cho 
một trong năm vật thể này có ưu thế hơn các vật thể khác. 

Hãy tìm một tính chát hình học đơn giản nào đó phân biệt ba đa điện mà 
Kepler sắp xếp quanh quỹ đạo Trái Đất với hai đa diện mà ông sắp xếp ở 
trong quỹ đạo này. 

Không có ý kiến nào thực sự tổi. “Nhiều dự đoán có thể sai lâm, nhưng vẫn 
là có ích, nếu nó dẫn ta đến một dự đoán tốt hơn", "Không có một § kiến 
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nào thực sự tôi nếu ta biết tiếp thu mội cách có phê phán. Cái thực sự tôi là 
chẳng có ý kiến gì". Hầu như ngày nào tôi cũng dùng câu châm ngôn này 
để an ủi một sinh viên này hoặc một sinh viên khác đang đề xuất ra một ý 
kiến trung thực nhưng ngây thơ. Chảm ngôn này thích hợn cả với hoàn 
cảnh bình thường hằng ngày và với việc nghiên cứu khoa học. Nó lại rất 
thích hợp với trường hợp của Kepler. 

Chính bản thân Kepler với cả một trình độ trí tuệ độc đáo, chuyển Hiếp từ 
quan điểm trung đại sang quan điểm hiện đại, cũng cho là ý kiến kết hợp 
sáu hành tính với năm hình đa điện đều có vẻ mà quáng. Song, tôi không 
sao hình dụng nổi rằng người cùng thời với Kepler là Galilei lại có thể 
quan niệm như thế. Đối với trí tuệ của ta ngày nay, ý kiến này ngay từ đâu 
có vẻ khá tôi, vì nó quá ít liên quan tới toàn bộ kiến thức còn lại của ta về 
thiên nhiên. Giả thuyết của Kepler, cho dù nó có phù hợp tốt nhất với điều 
quan sát được, thì nó vẫn ít được xác nhận, vì nó không được củng cố bằng 
sự tương tự với mội trong các tài liệu đã biết nào khác của ta. 
Song, dự đoán của Kepler tuy sai nhưng rõ ràng là vẫn có ích để chuyển 
sang một dự đoán tốt hơn. Nó đưa Kepler tới việc nghiên cứu tỉ mỉ hơn 
khoảng cách trung bùnh giữa các hành tình, quỹ đạo của chúng, thời gian 
quay của chúng; đối với những điều này, ông hi vọng tìm ra một "lời giải 
thích" tương tự nào đó và như vậy, rút cuộc nó dẫn tới các quy luật nổi 
tiếng của Kepler về chuyển động của các hành tỉnh, dẫn đến Newton và 
toàn bộ quan điểm khoa học hiện đại của ta. 


Một vài giả thuyết ơristic thông thường. Đáng lẽ phải trình bày đây đủ hơn 
về mục này, nhưng ta sẽ giới hạn trong những lời dẫn ngắn gọn và nhận xét 
lẻ tế. Ta phải thận trọng khi giải thích từ "nói chung" theo nghĩa "thực 
tiễn", không tránh khỏi íL nhiều mơ hồ. 

Nếu trong một hệ phương trình, số phương trình bằng số ẩn, thì "nói chung" 
các ẩn được xác định. 

Nếu trong một bài toán, số điều kiện bằng số tham số được sử dụng, thì 
điều hợp lí là bắt đầu từ chỗ thừa nhận sơ bộ rằng bài toán có lời giải. 
Thí dụ, một dạng thức toàn phương của n biến cho n(n + I)!2 hệ số, và 
phép biến đổi trực giao cho n biến phụ thuộc vào n(n ~ 1)!2 tham số. Bởi 
vậy, ngay từ đầu một điều khá có lí là mọt dạng thức toàn phương của n 
biến đều có thể đưa về biểu thức sau đây, qua một phép biến đổi trực giao 
thích hợp: 


2 2 2 
4 ỳị T %2 +..+ Ân Èn 
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trong đó yụ, yạ,.... y„ là những biến mới được đưa vào trong phép biến đổi, 
còn Ây, Ãa..... Â„ là những tham số thích hợp. Thật vậy, biểu thức này phụ 
thuộc vào n tham số và: : 

nín + 1)/2 = n(n — ])/2 + n. 
Nhận xét này nảy ra sau khi chứng minh mệnh đề trên trong những trường 
hợp riêng n = 2 và n = 3 và sự giải thích ý nghĩa hình học của các trường 
hợp này có thể làm cho ta tin khá chắc chắn rằng điều đó đúng cả trong 
trường hợp tổng quát. 
“Hai phép toán giới hạn nói chung là giao hoán". Nếu một trong hai phép 
giới hạn đó là phép lấy tổng của một chuỗi vô hạn và phép toán kia là phép 
lấy tích phân thì ta có trường hợp đã nói ở §1. 
“Cái gì đúng trước khi tiến tới giới hạn thì nói chung cũng đúng tại giới hạn". 
Nếu cho trước a„ > 0 và lima, =a thì không thể kết luận rằng a > 0; chỉ 

n—+œ + 


a >0 là đúng. Ta hãy xem đường cong như giới hạn của những đường gấp 
khúc nội tiếp và mặt như là giới hạn của những đa diện nội tiếp. Việc tính . 
chiêu dài của một đường cong như là giới hạn chiếu dài của đường gấp khúc 
nội tiếp cho ta kết quả đúng, song việc tính diện tích một mặt như là giới hạn 
điện tích của mặt đa diện nội tiếp có thể đưa đến kết quả không đúng. Nguyên 
tắc ơristic đã phát biểu, mặc dù cũng dễ dẫn ta đến sai lâm, nhưng vẫn là cơ 
sở quý giá nhất để làm xuất hiện những ý mới. Xem thí dụ 9.24 chẳng hạn. 
"Hãy coi một hàm số chưa biết, đầu tiên như là một hàm đơn điệu". 


Ở §2 ta đã làm một điều tương tự với lời khuyên này khi ta giả thuyết rằng 
nếu hình dạng vật thể thay đổi thì thể tích của nó cũng thay đổi và ta đã đi 
đến sai lâm. Song, nguyên tắc đã phát biểu thường là có ích. Có thể là ta 
phải chứng mình một bất đẳng thức có dạng: 


b b 
[Z@4< [sẳoa 


trong đó a < b. Chúng ta có thể bắt đầu bằng cách thử chứng mình một bất 
đẳng thức mạnh hơn, tức là chứng mình ƒ(x) < g(x). Điều đó đưa tới chỗ 
ban đâu phải giả thiết rằng hàm số có đạo hàm bằng g(x) — f(x) là đơn điệu 
(bài toán nhằm so sánh các giá trị của hầm số này tại x = a Và x = Ùb). 
Nguyên tắc đã nêu nằm trong nguyên tắc ơristic tổng quát hơn: "Trước tiên 
hãy thử điều đơn giản nhất". 


30. 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


37, 


38. 


39. 
40. 


1) Hãy lấy trường hợp (3, 2) của thí dụ 2-1), thí dụ 25, lấy trên mỗi kinh tuyến 
một cung giữa hai vĩ tuyến: M = 7, Ð = 8, C = 12; 7 + 8 # l2 + 2; trong trường 
hợp này, trong số các nước có một vùng cầu và do đó mâu thuẫn với điều kiện 
1), nhưng không mâu thuẫn với điều kiện 2) của thí dụ 29. 


2) Trường hợp M = 1, Ð = 1, C= 0 (một nước, chứa toàn bộ mặt cầu, trừ 
điểm toán học ở Bắc cực); trường hợp này chuẩn tắc, 1 + 1 = 0 + 2, nhưng 
mâu thuẫn với 1) hay 2) của thí dụ 29,... 


Không có lời giải. 
3Mg + 4M¿ạ + SM; +...—= 3D + 4D + 5D; +...= 2C. 
Tương ứng là 4r, 127, 8x, 367, 20W. 


2;œ = rMa + 2rM¿ + 3zM; +... 


Trên cơ sở các thí dụ 34. 32, 31: 2œ = T2 ;(n — 2)M, = 2m(C — M), 

Đa giác cầu lồi với ø cạnh có thể chia ra n — 2 tam giác cầu. Do đó: 

À =ữi +d¿+...+ 0Œ —(n —2)T.= 27t — (Tt — ŒỊ) — (Tt— Q2) —... — (TE— Ơn) = 
=2rn—4ị—dgạ—..—dạ=2n— P, 

Các mặt của hình đa diện, đi qua cùng một đỉnh bao gồm một góc khối 


trong; Descartes gọi phần phụ của nó là một góc khối ngoài. Lấy đỉnh đó 
làm tâm vạch một hình cầu bán kính 1, nhưng chỉ giữ phần quạt cầu ở trong 
góc khối ngoài. Các hình quạt cầu có được như vậy tại các đỉnh khác nhau 
của hình đa diện, tạo thành một hình cầu đây, nếu chúng di chuyển đồng 
thời, giống như trong hình phẳng tương tự (hình 3.7) các hình quạt tròn, 
nếu di chuyển đồng thời, tạo thành hình tròn. Chúng ta lấy diện tích của 
hình đa giác cầu tương ứng làm số đo của góc khối; số đo chung của tất cả 
các khóc khối ngoài của hình đa diện đúng bằng 4r. 
Giả sử Pạ, Pạ,..., Pp là chu vi của các đa giác cầu, tương ứng với B góc khối 
trong của hình đa diện. Thế thì do các thí dụ 36, 37, ta có: 
2œ =P¡ +P;ạ +... + Pg= 2£T— Ai + 2Ø — À'2 +... + 2£— A'p = 2xB — 4ï. 
Trên cơ sở các thí dụ 35 và 38: 2r(C - M) = 5œ = 2m(ĐÐ -— 2). 
Trên cơ sở các thí dụ 31 và 32: 

3M =3Mg + 3M¿ + 3M: +... < 3M¿ + 4M¿ + 5M: +... = 2C 
và có bất đẳng thức đầu tiên trong sáu bất đẳng thức nêu ra. Ta có đấu đẳng 
thức khi M = M¿, tức là khi tất cả các mặt đều là tam giác. Từ công thức 
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41. 
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Euler và bất đẳng thức vừa chứng minh, ta khử trước hết C, rồi M, ta có hai 
bất đẳng thức sau cùng ở dòng đầu: chúng trở thành đẳng thức khi và chỉ 
khi tất cả các mặt là tam giác. Thay đổi vai trò của M và Ð, như đã chỉ dẫn 
trong các thí dụ 3 và 4, ta có ba bất đẳng thức để ra ở dòng hai; chúng trở 
thành đẳng thức khi và chỉ chỉ mọi đỉnh của đa diện đều là đỉnh của góc 
tam điện. Một số các bất đẳng thức vừa chứng minh đã có trong các bút kí 
của Descartes. 

Từ định lí Euler ta được: 6M—2C= 12+ 2(2C—3ĐÐ) 


từ đó, trên cơ sở các thí dụ 31, 32 và 40: 
3M; + 2M + Mạ = 12+ 22C — 3Ð) + M¿ + 2M; +... 3M¿ + 2M¿ + Ms > 12. 


Như vậy là các mặt của mọi hình đa diện lồi phải có ít hơn sáu cạnh. 


CHƯƠNG IY . 
Rạ (25) = 12, xem §2, %(11) = 3. 


Ra(n) là các nút mạng trên mặt phẳng và thuộc đường tròn bán kính ^n, 
tâm là gốc toạ độ (Hãy chọn trường hợp ø = 25, thí dụ Í và vẽ phác đường 
tròn này). 

Rz(n) là số nút mạng trong không gian và trên mặt cầu đường kính ^n, 
tâm là gốc toạ độ. 


Nếu p' là số nguyên tố lẻ thì Rạ(p”) = 12 hoặc 4, tuỳ theo số p khi chia cho 
4 còn dư I hay 3. - 
Sự so sánh các bảng gợi ý: nếu p là số nguyên tố lẻ thì, hoặc cả p lẫn p? 
được biểu thị thành tổng của hai bình phương hoặc cả p lẫn pˆ không biểu 
thị được như vậy. Những điều quan sát của chúng ta xác nhận thêm một ít 
giả thuyết chính xác hơn là: nếu p là số nguyên tố lẻ thì R¿(p) = 8 hoặc 0, 
tuỳ theo số p khi chia cho 4 còn dư 1 hay 3. 

Nếu p = x“+ y^ thì p =x1+ 2xfy” + „ =G7~ v3 + (2xy), nghĩa là, nếu 
R¿(Œ) > 0 thì Rạ(@?) > 0. Đây chỉ là một nửa của giả thuyết ít chính xác và 
chỉ là phần nhỏ của giả thuyết chính xác hơn của chúng ta. (Nếu chúng ta 
biết rằng R;(pˆ) > 0 thì kết luận đối với Ra(p) rõ ràng kém hiển nhiên hơn). 
Dù sao hình như đúng là sự xác nhận bộ phận như thế đã làm ta tin thêm 


10. 


11. 


nhiều vào giả thuyết ít chính xác, ngoài ra nó làm lòng tin của ta tăng thêm 
một ít vào giá thuyết chính xác hơn. : 


Ra(n®) = Ô với n =7, 15, 23, 28 và không như vậy với những giá trị khác của 
¡ dưới 30, xem bảng II trang Ø7. 


Đây là những đóng góp tương ứng vào S„(n): 1) 24, 2) 12, 3) 6, 4) 4, 5) 1. 


Một là phải dựa vào những trường hợp đã nêu trong thí dụ 7. Nếu 54(4„) lẻ 
thì tất yếu xuất hiện trường hợp 5), và như vậy: 


2 2 3 2 
4w=a“+a +da+a 


2 
1ä ^a 


Hai là ước số u/ tương ứng với mọi ước số ở của „, và nếu z không bằng 
d' thì hai ước số này khác nhau. Do đó, các ước số của z lẻ hay chấn tuỳ 
theo số ¿ có là một bình phương hay không; và điều đó cũng đúng với tổng 
của hai ước số này, bởi vì khi chính z lẻ thì mỗi ước số của z cũng lẻ, 
Trong §6 chúng ta đã nói đến giả thuyết S¿(4„) bằng tổng các ước số của „; 
bây giờ chúng ta đã chứng minh rằng hai số này có cùng một số dư khi chia 
cho 2. Sau khi chứng minh một phần giả thuyết của chúng ta, tất nhiên 
chúng ta phải tin tưởng hơn vào giả thuyết ấy. 


1) 24 x2'“= 8 x48 6) 24 x 2 = 8 x 24 
2)12x2'=8 x24 7)12x2Ỷ=8 x12 
3)6x2'=8 x 12 8)4x2?=8 x4 
4)4x2=8x8 9)12x2?=8x6 
5)1x2=8x2 10)6x2?=8 x3 
Il)4x2=8xI. 
Xem ở bảng II. Hãy thử ít ra là một vài số. Từ thí dụ 9, suy ra R¿(z) chia 


hết cho 8. 


Ý định nhận xét tính quy luật, dù còn tản mạn (như đã làm trong §6) có thể 
đưa chúng ta đến việc nhóm các trường hợp rõ nhất sau đây: 
1) 2 3 5 7 II 13 ]7 19 23 29 


3 4 6 8 12 14 18 20 24 30 
2) 2 4 8 16 
3 3 3 3 
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12. 


13. 


14. 


15. 
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3) 4 8 I2 16 20 24 25 
3 3 I2 3 IS 12 24 
ở 1), 2) và 3) dòng đầu cho øò, dòng sau cho Ra(z)/8. 
Đã làm trong lời giải của thí dụ 11: 1) các số nguyên tố, 2) các luỹ thừa 
của 2, 3) các số chia hết cho 4. 
Tương tự với §6, và quan sát một chút, chúng ta dễ dàng tìm ra quy luật khi 
n không chia hết cho 4. Do đó, chúng ta cần lưu ý đến trường hợp 3) trong 
lời giải thí dụ 11. 
n= 4 8 12 l6 20 24 28 
n4= 1 2 3 4 5 6 7 
Rạ@)/8= 3 3 12 3 8 12 24 
Số ở dòng thứ ba, in đậm, bằng tổng tất cả các ước số của số tương ứng ở 
dòng hai, do đó bằng tổng một vài ước số của số ở dòng đầu, số mà chúng 


ta thực sự quan tâm. Những kết quả quan sát này dẫn chúng ta đến một 
phép thử khác: 


n= 4 8 12 16 
RạŒ)/8= L+2 1+2 l+2+3+6 1+2 

n= 20 24 28 
Ra()/8= I+2+5+10 I+2+3+6 I+2+7+14 


Những ước số nào được cộng lại? Những ước số nào bỏ đi? 


Ra(n), số các cách biểu thị n dưới dạng tổng của 4 bình phương bằng 8 lần 
tổng các ước số không chia hết cho 4 của ø. (Nếu chính nø không chia hết 
cho 4 thì không có ước số nào của ø chia hết cho 4, và vì vậy, trong trường 
hợp thường gặp này, quy tắc đơn giản hơn). 

Tương ứng với các cột của bảng II: 


31L .25+4+l1I+iIl 2x16 32 =3I1+l 
9+9+9+4 4x 16 

32 l6+ 16 6x4 3=2+l1 

33 25+4+4 12x8 48=33+lIl+3+l 
16+ 16+ 1 12x8 
l6+9+4+4 12 x l6 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


5=l1l+l+l+l+i=4+l 
8 
zG) -[§]> +8.7.2? =2016 =16x126; 


40=25+9~+I+l+l+l+lt~+l, 
40=9~+9+ÐO~+9~+I+lI+l1+lt. 


8 
%,(40)=8.7 'Í) = l26. 


Tính thí dụ 1ó: Trên thực tế bảng HI được xây dựng nhờ phương pháp mất ít 
công sức hơn so với phương pháp ở thí dụ 16; xem các thí dụ 6.17 và 6.23. 
Trong giới hạn của bảng IH cả Rg(ø) và Sa(8z) tăng đơn điệu đối với m, khi 
đó R¡(n) và S¿l4(2n — L)] dao động không đều. - 

Sự tương tự với Ra(n) và Sa[4(2n — 1)] vạch rõ trên các ước số một tính quy 
luật rời fạc, đễ đàng nhận thấy rằng: nếu ø lẻ thì Rạ(z)/16 và Sạ(8»ø) đúng 


bằng nhau, nếu ø chắn thì chúng khác nhau, tuy rằng trong nhiều trường 
hợp sự khác nhau khá nhỏ. 


Các số lẻ và chẵn trong thí dụ 19. Các luỹ thừa của 2: 
ñ 1 2 4 8 16 
Sg(#m) — 1 8 64 512 4096 
Dòng thứ hai bao gồm các luỹ thừa của 2: 

n 2 2! 22. 2 LAN 
S(8n) - 2? 2? 28 2? 2? 


Quy luật của số mũ các luỹ thừa là gì? 
Nếu rò là luỹ thừa của 2, thì Sạ(8n) = n”. Điều đó (và sự tăng đơn điệu của 
Ra(ên), ơn đưa đến việc thiết > ng sau: 
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Trong cột ứng với Rạ(»), dấu + và — sắp xếp theo một quy luật. 

22. Các lập phương của ước số: 

: 
3_ ai _1 6° 

g2 












2 

B 

sle-sxz.m | 
8|82+42+23-1Ö + ĐỆt sC — | 
10) - 5+ 2 - 1 10” + 2” 
H6 
I8 






2 122+61+4?_ 3Ÿ:„92_ +" 122+42 
LÍ SÍPH, SỐ. nÓt lạ 14)+ 27 
C 3 







3 
1)—00 +0 =3 v23) s1 |1 0+2 


18 +50 29744° 


17|17+1° 





.1" 
3 3 
400 +10—-34°+4ˆse' «1° 
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23. 


24. 


25. 


26. 


Ù) (11 RsŒ)/16 bằng hiệu của tổng các lập phương của tất cả các ước số 
lẻ của n và tổng các lập phương của tất cả các ước số chẵn của m. 

2) S;(8n) bằng tổng các lập phương của những ước số nào của ø mà nó có 
thừa số phụ là số lẻ (nếu Z là ước số của ø thì thừa số phụ của đ là số n/2). 
Về lịch sử các định lí này và về các chỉ dẫn xem thí dụ 6.24. 

Hãy lập bảng: 


0 3 6 9 12 
5 8 I1 14 
10 13 


Qua bảng ta thấy các số 1, 2, 4, 7 là các số nguyên đương duy nhất không 
biểu diễn được dưới dạng đã cho. 

Trường hợp a = 3, b = 5 trong thí dụ 24; z và b là số nguyên tố cùng nhau. 
Số nguyên cuối cùng không biểu diễn được dưới dạng đã cho là ab — a — b = 
(z — 1) — L) — 1. Điều đó đễ dàng hơn nhiều so với những quy luật liên 
quan đến tổng các bình phương. 

L) luôn luôn đúng, 2) không luôn luôn đúng, nhưng trường hợp ngoại lệ 
đầu tiên là ø = 341. 








CHƯƠNG V 
a) x3 2.245 c_C, + 6 “n x2 m1 
3 35 357. 2n. 
b) Sau khi thấy rõ ràng y thoả mãn phương trình vi phân cho trước, hãy đặt: 


3 3 
y=dọx +4IX + đ2x +...+ +... 


Để so sánh các hệ số của cùng một luỹ thừa, có thể dùng bảng: 





cho ta ao = Í và (2n + L)a„ = 2na„.¡ với n3 1. 
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x ~ 3 xm 
2. a8) y=—+——†+———+..+————r... 
1 13 143.5 1.3.5...(2n— ]) 


2 x4 xế 


x 
b)Viy =l+ —+-——+ 
)M? -. l 13 143.5 


cho nên biểu thức khai triển này thoả mần phương trình: 





+... 


. y=l+xy 
Tích y cho trước thoả mãn chính phương trình vi phân này. Cả biểu thức 
khai triển và tích triệt tiêu khi x = 0. Do đó, chúng đồng nhất. 


3. Các hệ thức giữa các số z„, được nêu ra từ công thức: 


„¡„} 


1 4ax . l6a,x? 


1+x (l+xz)` (+z}ÿ 








+..=l+øx°+a;x°+..= ƒŒ) 


được tỏ rõ trong bảng (xem thí dụ l) 


l 1 I -l I 
4a -4a¡3  4ay.6 —4a¡.10 
löa -164;5  16a;.l5 
644: —64a+.7 
2560 
1 0 đi - 0 đ2 


Từ đó cho ta: 


2 2 2 2 
#Œ) = I '§] x +(24] la tán x“+ 21 8) XÃ +... 
2 2 4). 246 2468 


Thí dụ này lí thú về mặt lịch sử.. 


4. Hãy xét cấu tạo của bảng sau (xem các thí dụ 1.3): 


dỗ 3đi d2 3a; độ 3đ+a 48 3x48 
: 3 đƑ đọ 622¿¡đo - 643địđọ 
ứœ)) | „ 
đ 34 đọ 
3a› đc 
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34 3aiao 3đ›ao 3đ3úo 3đadạ 








3 /@Đ' — 32g. 34iđi 3422) 
3dqđ2 
2ƒ) 2dg 24) 
6ø 6a; Ốđa 6ứa Ốưs 


Bắt đầu với øạ = I, chúng ta có được liên tiếp øi, đạ, 3, d¿ và as = 8. 
5. Từ sự so sánh các biểu thức khai triển ở §1. 


6. a) £2/15. b) +œ. Trong cả hai trường hợp ngoại biên sai số đều dương, giá 
trị gần đúng lớn hơn giá trị thực. 


7. a)E ?/15. b) 1/4. Trong cả hai trường hợp ngoại biên, giá trị gần đúng lớn 
hơn giá trị thực. 

8. 4m(ø7 + bˆ + c^)”. Có một cơ sở nào đó để nghỉ ngờ rằng biểu thức gần 
đúng này cho một giá trị vượt quá giá trị thực. 

9, Khi chuyển từ tích phân sang chuỗi, bạn hãy sử dụng biểu thức khai triển 
nhị thức và cấc công thức tích phân của thí dụ 2.42. 


13 2n—l e?” 
24” 2n 2n-l 








p=2m|t~2Š 
2 





3 l An] ca" 
P'=2za|l— : . 
3à "4n. 4n~— l 
10. Bạn hãy sử dụng lời giải của thí dụ 9 và hãy đặt 


Thu T ø„. Khi đó, ø; > g„ với n >2 và với e > 0. 
E-P= 2na ` (0\8, — #1)£?xz In —])>0. 
2 


11. Số hạng đầu của sai số tương đối đối với P" bằng: 
-[œ + 3(1 — œ)]e /64 +... 
và, do đó, nó có bậc 4, nếu œ z# 3/2 và P"+P. + (P - P)/2. 
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12. (P"—E)/E=3.2 1® +... khi z nhỏ, 


13. 


=(3n~— 8)/8=0,1781, khie=], 
= 0,00019, khi e = 4/5. 
Từ đó, giả thuyết P" > E. 


ce"= tim + z] . Do đó, kết luận mà ta mong muốn tương đương với: 
H 


n—eol 


+ "ft 
lim vn z1 >l. 
(+ p)d„ 


Điều thừa nhận ngược lại là: 
HỆ +ấn, „) <1. 
(n+ P)ãn 
với n >N, N đã được xác định trước, hay là: 
| đmp 
n+p " n+p 
Ta xét các giá trị n = (m — l)p: 


mp (m-l)p  mp 


đưy_ đ mB- q 
(m-lịp __ (m2)Pp 1 


n-lip (m-2)p - (m-l)p 


Cũng như ở §5, ta kết luận rằng đối với hằng số c thích hợp: 


2 <e-a[1+2+.+] 
Ự) 2 HH 


và khi m —>œ thì điều kiện đó dẫn tới mâu thuẫn với giả thiết a„ > 0. 


14. Thí dụ ø„ = nˆ ở §4 gợi ý cho ta: 
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đi=], 


q„ = nan đối với n = 2, 3, 4... 


Với sự lựa chọn này: 


° —m] _ t + ứ: + p)[Inn + In(1 + mai _ 


dạ nlìnr 


` 2 trì 
G +0 +1+(e+p|Ê để +. 
"n 


nilnn 


VỚI z„ —> Ö. 

15. Những định trị được xét là 900-tung độ của đường tăng chậm y = lgx — 2. 
Những định trị này tương ứng với x = 100, 101,..., 999: kí hiệu lg chỉ 
lôgarit thập phân. Bảng I chỉ rõ có bao nhiêu điểm trong số 900 điểm này 
trên đường cong nằm trong dải nằm ngang có chiểu rộng 1/10. Ta xét 
những điểm mà tại đó, đường cong này đi vào và đi ra khỏi dải này. Nếu x„ 
là hoành độ của điểm như thế thì: 

lg x„T— 2= n/10, 

x„ = 100.109 
với n = 0, 1, 2,... Số các số nguyên trong một khoảng bất kì thì gần bằng 
chiều dài của khoảng: hiệu nhỏ hơn đơn vị. Vì thế, số các định trị được 
xét có chữ số đầu tiên là n thì gần bằng x„„¡ — x„, với sai số nhỏ hơn l1. 
Bây giờ: 

#zị — x„ = 100(1019 ~ 1y†p”19 
là số hạng thứ ø của cấp số nhân có công bội: 
10'° = 1,25893, 

Bạn hãy tiên đoán và hãy phát hiện ra hiện tượng tương tự trong bảng 
lôgarit thập phân với sáu chữ số thập phân. 

16. Sự lặp lại một cách tuần hoàn có thể (và phải) được coi như là một loại đối 
xứng, nhưng nó có mặt trong tất cả các trường hợp, vì thế, ta sẽ không nhắc. 
đến nó nữa. Trong sự phân loại của ta có những loại đối xứng sau đây: 


1) Tam đối xứng. Kí hiệu: /, /. 
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17. 


18. 


3. 


4. 


2) Trục đối xứng. Kí hiệu là ø nếu trục này nằm ngang và kí hiệu là đ hay 
đ' nếu trục thẳng đứng. 
3) Đối xứng trượt. nếu dịch chuyển các "bảng" theo phương pháp nằm 
ngang và đồng thời lấy đối xứng với đường thẳng nằm ngang ở tâm, thì nó 
sẽ trùng với chính nó (trong các "băng”.5, 7, a, b), Kí hiệu là T. 
Trên hình 5.2 có biểu diễn các loại đối xứng sau (dấu phẩy (,) dùng để 
phân biệt hai phần tử đối xứng của cùng một loại, chẳng hạn như ¿ và ?' hay 
d và đ#' khi vị trí của chúng ở trong hình căn bản khác). 

l1) đ: không có đối xứng (trừ tính tuần hoàn). 

2) g:tLU,tt... 

3) #d,dđ,d,d,... 

4) e:m 

5) a:7 

6) c:m (4,9, (, ¿), (4, Ð, (đ, £)... 

7) b:T:d.tudt,.... 
Hình 5.2 biểu diễn tất cả các loại đối xứng có thể có được, bạn có thể tin 
vào điều đó nhờ phép quy nạp. 
Biểu diễn ba loại đối xứng khác nhau: 1 cùng loại với 2; 3 cùng loại với 4. 
Hãy cố tìm tất cả các loại. 


Hãy bỏ qua những chi tiết phụ thuộc vào đặc điểm của từng kiểu chữ in. 
1) trục đối xứng, 2) trục đối xứng nằm ngang, 3) tâm đối xứng, 4) tất cả ba 
kiểu đối xứng trên gộp lại, 5) không có đối xứng. Cũng vậy đối với năm 
đường cong biểu diễn năm phương trình trong toạ độ vuông góc. Có thể 
dùng một biến dạng nào đó của bài toán để làm cho bài học về hình học 
giải tích được sinh động. 


CHƯƠNG VI 


x(l — x) 2. Trường hợp riêng của thí dụ 3 khi ƒx) = (I — x) Ì; bạn sẽ tìm 
được nó bằng cách kết hợp các thí dụ 4 và 5. 


x⁄Œœ) na, x", l 
n=ũ 


xf@&) = 3 na„ ¡x”. 


n=0 
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19. 


(1— x' #@œ) = » (4g + +...+đ„)x” trường hợp riêng của thí dụ 6. 
„=0 


ƒœ).gŒœ) = Ÿ  (ayb, +áh,_¡+...+aubp)x”. | 


n=Ũ 
D¿ = 1; Dạ = 2; Dạ = 5; Dạ = l4. Đối với trường hợp Dạ bạn hãy trở lại hình 
6.1; có hai cách chia khác nhau loại I, 6 loại ÍT và 6 loại HT. 
Công thức truy tóán được xác nhận đối với n = 6: 

14=1x5+lx2+2x1l+5xI. 

Hãy chọn một cạnh nhất định để làm đáy của đa giác (trên hình 6.2 là cạnh 
nằm ngang) và bắt đầu phân chia bằng cách vẽ những cạnh thứ hai và thứ 
ba của tam giác A, mà cạnh thứ nhất được coi là đáy. Khi đã chọn A, bạn 
còn phải chia đa giác có k cạnh ở bên trái A và một đa giác khác có n + l — k 
cạnh ở bên phải. Cả hai đa giác này đồng thời cho D,D,„„.;¡.„ khả năng. Bạn 
hãy chọn k = 2, 3, 4,..., m — 1; cố nhiên là bạn phải giải thích trường hợp 
k= 2 một cách thích hợp. 
Theo các thí dụ 4 và 6, công thức truy toán đối với D„ cho: 


xg(®) = Dạt” + [£@)Ï”. 
Bạn hãy chọn nghiệm nào của phương trình bậc hai này mà biểu thức khai 
triển của nó được bắt đầu từ +”: 
gG) = (#/2)[1— (1— 4x)”. 
Sau khi khai triển hàm này và sau khi dùng các kí hiệu đối với các hệ số 
nhị thức, bạn sẽ thấy: 
cỐ 1/12 mè 
D„=~—— -4 
, 2 [ —_ ` ) 


Tốt hơn là như sau: 


œ 


Ẫ 


Ở đây, mỗi ¡„ v, w độc lập có giá trị là tất cả các số nguyên (từ —œ đến œ), 
sao cho tổng ba tầng mở rộng trên tất cả các nút mạng không gian (xem thí 
dụ 4.2). Để thấy rằng đó là một hàm dẫn xuất đối với R:(n), bạn chỉ nên 


2 œ 


œ 2 “ œ 
+. 0x. 3x” TS Nền cà? 


" U=—cœD œ@›=—œ —qœ —t —œ 


261 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


chọn những số hạng mà số mũ của luỹ thừa H2 + v2 + wˆ có cùng một giá 
trị n. 


œ œ@ k 
đ3_ R(nx"= Š A095 | : 


n=0Ũ n=0 
= œ * 
SS (n)x" = bu | 
n=ì n=l 
Giả sử I, J, K và L là những chuỗi luỹ thừa nào đó mà tất cả các hệ số là 
những số nguyên. Khi đó, các hàm dẫn suất đối với R¡(n), Rz(n), Ra(n) và 
Ra) tương ứng có dạng: 
l+2I 
(1+2ĐŸ=1+4J; 
(1+4Đ”=1+8K; 
(1+ 8K) = 1 + 16L. 


x+x +? +xưU cư... =x(1+x + t2 x8 ‡ vê0 +...)=xP. 


Trong đó, P là một chuỗi luỹ thừa nào đó mà hệ số của +” biến thành 0 khi nø 
không chia hết cho 8. Các hàm dẫn xuất đối với: 

Siứt), 52(n), San), Sa(m) 
tương ứng là: 

xP, x ; xP. xp., 
Trên cơ sở của các thí dụ 6 và 11: 
G! =GtGQI 

trong đó G biểu thị hàm dẫn xuất đối với R¡(n). 
Tương tự như thí dụ 15, trên cơ sở các thí dụ 6 và 12. 


Hãy dùng các thí dụ 15 và 16 khi * = ? = 4. Những phép tính thực tế đã 
được thực hiện theo phương pháp này với các lần kiểm tra ngẫu nhiên theo 
hai nguồn, như các thí dụ 4, 16 và 23. 


18. L) Từ các thí dụ 14 và 16, suy ra: 


t7 
œ 
k2 


S4 Sa(Sn — 4) + S¿(12)54(8n — 12) +... + Sa(n — 4)S¿(4) = Sa(8n). 


Trong §4.6 có nêu giả thuyết cho rằng Sa[4(2n — 1)] = ø(2n — 1) còn thí dụ 
4.23 có giả thuyết Ss() = øa(w), nếu z là số lẻ. 
2) ơ(1) ơ(9) + ơ(3) ø(7) + ơ(5) ơ(5) + ø(7) ơ(3) + ơ(9) (1) = 

=2( x 13+ 4 x8) + 6 x6 = 126 = 5° + lÌ = ơa(5). 
3) Hình như đúng là sự xác nhận đó đã làm cho tăng thêm niễm tín vào cả 
hai giả thuyết đến một mức độ nào đó. 


—l „k(k+]) 
19. 1S: |S¬es =0 





2 2 
với w = 1, 3, 5,...; phép lấy tổng mở rộng cho tất cả các số nguyên âm, thoả 
mãn bất đẳng thức: 0<k(k+ 1)Su. 
20. öø(3) = 4o(Ù), 
2ø(5) = 3ø@), 
3ø(Œ7) = 2ø(5) + 12ø(1), 
4ơ(9) = ø(7) + 11ø(). 
Đăng thức sau cùng dương, vì: 4x13=8§+llx4. 


21. Công thức truy toán đối với S4[4(2n — 1)] đã được chứng minh trong thí dụ 
19. Trong thực tế, công thức truy toán này cho một hệ thống vô hạn các hệ 
thức. Hệ thống này xác định S„[4(2n — 1)] một cách đơn trị nếu cho Sx(4). 
Sau nữa, ta biết rằng: 

5a4(4) = ø(1) = 1. 
Nếu ø(2n — Ì) thoả mãn chính hệ thống các hệ thức truy toán đó như 
S4[4(2n — L)] thì: l 
S4l4(2„ ~ D] = gØn — Ú), 
đối với + = 1, 2, 3,... vì rằng hệ thống đã xác định lời giải một cách đơn trị. 


Ngược lại, nếu đẳng thức cuối cùng này được thoả mãn thì ø(2n — l) thoả 
mãn hệ thức truy toán kể trên. 


22. Ta giả sử rằng: 
: Œ=dp+aix + 8x” + axÖ +o.. 
H=„o+Lịx+ Hạx? + Max” + 
G'=H. | 
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23. 


Cũng như trong thí dụ 19, từ đó suy ra rằng: 
GxH..kxGH=0 

Bạn hãy cho hệ số của x” bằng 0: 

S In —(k+1)m]a„m„ „=0. 

Hi=0 
Bạn hãy coi aạ, 4¡, a,... như những số đã cho. Từ đẳng thức này, bạn có thể 
biểu điễn ¡„ qua „1, „_2,..."ị, uọ nếu ag # 0. Bạn thấy rằng rọ = đạc. 
Bạn hãy ứng dụng thí dụ 22 vào trường hợp k = 8. 

G=1+2x+2xÍ+ 22 +2x 5+... 

Theo thí dụ L1, kết quả của thí dụ 12 cho: 
nRa(n) = 2(9 — m) Rgứti — 1) + 26 — n) Rsín — 4) +2(81 —n) Rgứ — 9) +... 
Bạn hãy đặt Rg(z)/16 = r„. Khi đó rọ = 1/16 và ta liên tiếp tìm được 7¡, ra, 
r3„.... "¡o từ các đẳng thức: 


rị = lồng 
2r¿ = lán, 
3rạ = 12r¿, 
4r¿ = lŨra + 64rg, 
3rs = Ñrạ + 02m, 
Ốr, = 6rs + 60r›, 


7?rạ = 4rs + 5Š, 

§rạ = 2r+ + 56ra, 

9rọo = 54rs + 144rg 

lÔrig =— 27s + 52rg + 142m4. 
Khi dùng những công thức này để tính toán, ta có một khả năng rất tốt để 
tự kiểm tra: vế phải của phương trình mà từ đó suy ra r„ chia hết cho ø. 


Cũng phương pháp đó cho công thức truy toán đối với R,(n), trong đó & là 
số nguyên đã cho > 2, cũng như công thức truy toán đối với S,(r). 
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25. Bạn hãy kí hiệu tích vô hạn phải xét bằng s. 


Sau khi tính _ x2 





và dùng thí dụ 10 của Buler, bạn sẽ được: 


na„x” 
k>ø()x` = s>Xx. 
[— 1-3 am” x” 
Cả ba tổng này đều lấy từ I1 đến œ. Bạn hãy nhân đẳng thức này với mẫu số 
của vế phải và hãy xét hệ số của +”, 


Trong trường hợp của Euler & = l. Trường hợp & = 3 cũng cho một kết quả 
tương đối đơn giản. Trong những trường hợp khác ta không biết đầy đủ về 
định luật của các hệ số của z„. 


1, 24. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VI 


1. 1-4+9—16+.. +(17 2= (| TU, 

Để chuyển từ z sang ø + ¡ cần chứng minh rằng: 

n(n+l)(n+2) nă¡ HÝn+]) 
——2—. .——”. 


-0" *“=(D)”. 
(1) Œ@rl}ý =(-]) 5 


-=CÐ 


2. Muốn chứng minh rằng: 


-<(:)*}§} *“(s)*(}I}‡§) #-4)-0) 


ta sử dụng thí dụ tương ứng 3.ll, 3.12, kết hợp với biểu thức P„ và thí dụ 3.20. 
Sau đó, giả thiết rằng các đẳng thức viết trên là đúng, ta cần xác minh rằng: 


Tu —1 = B 1] , 
0 | 
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Cả ba đẳng thức này đều suy ra từ một sự kiện đã biết (từ hệ thức cơ bản 


ủa tam giác Pascal) m+1 X X 
của tà _ =l.{. 
ụ Š . |E+ll \|z+1) \& 


Xem "Giải một bài toán như thế nào". 
3, 2_ 4, 3, 3_ 6, 2n+l 
423685 10 2 ` 
Muốn chuyển từ ø sang n + 1 cần chứng minh rằng: 
1ằ 1 - n+2 2n. 
⁄ (n+1Ẻ 2n+2 n+1” 











- So sánh với thí dụ 2.23. 
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3. 5, 7, 9. „2n 
c1 3) 51 717” 2n-1) 
Muốn chuyển từ ø sang n + 1 cần chứng minh rằng: 
4 _2n+3 2m-1 
_(2n+12 2n+l 2n+l 
So sánh với thí dụ 2.31. 


Trường hợp tổng quát thực tế tương đương với trường hợp giới hạn: 











X * 2x 4# Bxể 
x + 2 13) g8 
I-x l†+xz I+x l+x  l+8x 

từ đó trường hợp riêng nêu ở đầu bài được suy ra bằng cách sau: thay x 
bằng x`Š và nhân với 16, ta được: 

l6x6  l6yế 32x32 
l6 — ĩ6 27 
l—x l+x L+z 
Sau đó lấy đẳng thức đầu trừ đi đẳng thức này. Nếu ta đặt 2"*Ì — m thì VIỆC 
chuyển từ ø sang m + I đòi hỏi: 














+... 











mx” _— 2mx”” mm” 





l+x” 1x?” J-x”' 
Cần chứng minh: 
14+3+5+7+...+(2n ~l) =nẺ. 


Muốn chuyển từ z sang n + 1, cần chứng minh rằng: 


2n+1=(n+ 1 —n?. 


14, 


thẳng phân biệt, chẳng hạn ở và c. Khi đó giao điểm của b và c được xác 
định duy nhất và cũng phải nằm cả ở trên z (vì, theo giả thiết, khẳng định 
của ta đúng với ø = 3) và ở trên đ (do cùng lí do). Do đó khẳng định đúng 
với n + 1 = 4. Tuy nhiên, nếu tất cả 4 đường thẳng trùng nhau thì khẳng 
định sẽ hiển nhiên. Suy luận đó mất hiệu lực khi chuyển từ 2 sang 3. 


15. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VINH 


1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung: 4) các 
đoạn thẳng đi qua điểm đã cho và tâm; 5) đoạn thẳng của đường vuông góc 
qua tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 6) các đoạn của đường thẳng nối 
các tâm. Trong mỗi bài toán, ta đã không chú ý tới trường hợp đó coi như 
hiển nhiên tuy nó có thể quan trọng. 

1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung: 4) đường 
vuông góc; 5) đường vuông góc chung; 6) xem §4; 7) các đoạn của đường 
thẳng nối điểm với tâm; 8) đoạn thắng của đường vuông góc qua tâm, 
không có khoảng cách lớn nhất; 9) đoạn thẳng của đường vuông góc qua 
tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 10) các đoạn thẳng nối các tâm. Ta 
không chú ý tới trường hợp khoảng cách ngắn nhất bằng 0. 

1) Các đường tròn đồng tâm; 2) các đường thẳng song song; 3) các đường 
tròn đồng tâm. 

1) Các mặt cầu đồng tâm; 2) các mặt phẳng song song; 3) các mặt trụ có 
trục chung: 4) các mặt cầu đồng tâm. 


2) Xem $3. Các câu hỏi khác tương tự. 

6) Có đúng một hình trụ, trục là đường thẳng đã cho thứ nhất và tiếp tuyến 
là đường thẳng đã cho thứ hai. Điểm tiếp xúc là điểm cuối đoạn thẳng biểu 
diễn khoảng cách ngắn nhất. Các câu hỏi khác tương tự. 

Ta gọi một trong các cạnh đã cho là đáy. Giả sử đấy ở vị trí cố định, còn 
cạnh thứ hai quay quanh đầu cố định của nó. Ta gọi đầu kia của nó là X. 
Điểm X vạch ra một đường tròn, các đường đồng mức là các đường song 
song với đáy, tam giác vuông có diện tích lớn nhất (điều đó hiển nhiên). 

Ta gọi cạnh đã cho là đáy, giả sử đáy ở vị trí cố định. Ta gọi đỉnh đối diện 
là X và giả sử X đi chuyển. Điểm X vạch ra một đường elip, các đường đồng 
mức là các đường song song với đáy, tam giác cân có diện tích lớn nhất. 
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(q— +)! Ƒ () = Pạ(x) = aIx + ax +... +2” 
trong đồ đa, a¿...., a„ được giả thiết là các số nguyên dương. Từ định nghĩa 
truy toán ta suy ra công thức truy toán: 
Pr„\) = x[(T — x)P 6) + ứ + 1)P„©)] 

và điều đó chứng tỏ rằng các hệ số của +, X”, x”,...,. x” và xt! trong P„,¡(x) 
tương ứng bằng 2¿, rơi + 2đ;, (n — l)a; + 3đa,..., 24, + ng„, z„, điều đó 
làm cho điều khẳng định của ta thành hiển nhiên. 

13. l1) Tổng tất cả các hệ số của P„(z) bằng "!. Thật vậy, tổng này bằng P,(1) 
và công thức truy toán cho 

P„.¡()=@+ 1P,Q). 
2) P„Œ)/x là đa thức lùi, hay 
P„A 2xx”?! = Pu. 

Thật vậy, giả thiết rằng đi = đ„, 2; = a„-¡..., khi đó các hệ thức tương ứng 
đối với các hệ số của đa thức P„,¡(z) được suy ra từ các biểu thức của 
chúng nêu ra ở cuối lời giải thí dụ 12. 

16. Qh = 1, Q; = 3, Q; = 45, Q¿ = 4725, Q,/Q; = 3, Q+/Q; = 15, Q/Q: = 105 
nghĩa là: 

O,=1"3” 252... (2n — 3Ÿ” (2n — L).. 
Thật vậy, định nghĩa cho ta: 
Ga - OỚ,i  2n2n+ DI 
O„¡ O,¡Ơ, - (1227 
và bằng cách đó, bạn chứng minh định luật tổng quát bằng phép suy diễn từ 
m— ] sang n + 1, chú ý rằng: 
(2n)! _ 1.2.3.4.5.6...(2n — 1)2n 
nI2" —_ 24.6.2n 


=[1.3.5...(2ø — 1) (2n+1). 





17. Suy luận dẫn ta từ 3 sang 4 cũng dùng được khi chuyển từ ø sang n + 1, 
nhưng nó mất hiệu lực khi chuyển từ 1 sang 2. 


18, Từ ø = 3 sang ø + 1 = 4, ta xét các đường thẳng a, b, c và d. Ta hãy xét 
trước tiên trường hợp khi trong bốn đường thẳng này có ít nhất hai đường 
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thẳng phân biệt, chẳng hạn b và c. Khi đó giao điểm của b và c được xác 
định duy nhất và cũng phải nằm cả ở trên a (vì, theo giả thiết, khẳng định 
của ta đúng với ø = 3) và ở trên đ (do cùng lí do). Do đó khẳng định đúng 
với n + l = 4. Tuy nhiên, nếu tất cả 4 đường thẳng trùng nhau thì khẳng 
định sẽ hiển nhiên. Suy luận đó mất hiệu lực khi chuyển từ 2 sang 3. 


14, 15. Không có lời giải. 


CHƯƠNG VINH 


1. 1) đường thẳng: 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung: 4) các 
đoạn thẳng đi qua điểm đã cho và tâm; 5) đoạn thẳng của đường vuông góc 
qua tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 6) các đoạn của đường thẳng nối 
các tâm. Trong mỗi bài toán, ta đã không chú ý tới trường hợp đó coi như 
hiển nhiên tuy nó có thể quan trọng. 

2. 1) đường thẳng; 2) đường vuông góc; 3) đường vuông góc chung: 4) đường 
vuông góc; 5) đường vuông góc chung; 6) xem §4; 7) các đoạn của đường 
thẳng nối điểm với tâm; 8) đoạn thẳng của đường vuông góc qua tâm, 
không có khoảng cách lớn nhất; 9) đoạn thẳng của đường vuông góc qua 
tâm, không có khoảng cách lớn nhất; 10) các đoạn thẳng nối các tâm. Ta 
không chú ý tới trường hợp khoảng cách ngắn nhất bằng 0. 

3. 1) Các đường tròn đồng tâm; 2) các đường thẳng song song; 3) các đường 
tròn đồng tâm. 

4. 1) Các mặt cầu đồng tâm; 2) các mặt phẳng song song: 3) các mặt trụ có 
trục chung: 4) các mặt cầu đồng tâm. 


5. 2) Xem §3. Các câu hỏi khác tương tự. 


6. 6) Có đúng một hình trụ, trục là đường thẳng đã cho thứ nhất và tiếp tuyến 
là đường thẳng đã cho thứ hai. Điểm tiếp xúc là điểm cuối đoạn thẳng biểu 
diễn khoảng cách ngắn nhất. Các câu hỏi khác tương tự. 

7. Ta gọi một trong các cạnh đã cho là đáy. Giả sử đáy ở vị trí cố định, còn 
cạnh thứ hai quay quanh đầu cố định của nó. Ta gọi đầu kia của nó là X. 
Điểm X vạch ra một đường tròn, các đường đồng mức là các đường song 
song với đáy, tam giác vuông có diện tích lớn nhất (điều đó hiển nhiên). 

8. Ta gọi cạnh đã cho là đáy, giả sử đáy ở vị trí cố định. Ta gọi đỉnh đối diện 
là X và giả sử X di chuyển. Điểm X vạch ra một đường elip, các đường đồng 
mức là các đường song song với đáy, tam giác cân có điện tích lớn nhất. 
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19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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Các đường đồng mức là các đường thẳng x + y = hằng số, con đường vạch ra 
là một nhánh của hypebol vuông góc mà phương trình là xy = A, trong đó A 
là diện tích đã cho. Do đối xứng, rõ ràng là có một điểm tiếp xúc mà x = y. 
Ta hãy xét các đường tròn đồng tâm mở rộng, tâm ở điểm đã cho. Về trực 
giác hình như rõ ràng là có đường tròn thứ nhất đạt tới đường đã cho; bán 
kính của nó là khoảng cách ngắn nhất. Điều đó cũng rõ ràng như trong các 
trường hợp của các thí dụ I (2) và (4). 
Sự tương giao là sự chuyển từ một phía này của đường đồng mức sang phía 
kia, và ở phía này ƒ có giá trị lớn hơn, ở phía kia có giá trị nhỏ hơn giá trị ở 
giao điểm. . 
Có thể nhưng không nhất thiết. Điểm cao nhất có thể là đỉnh (bạn có thể 
muốn nhìn xem từ đỉnh này thì cảnh tượng ra sao) hoặc là đèo (bạn có thể 
leo qua đèo khi đi từ đồi này sang đổi khác) hoặc là điểm đầu hay điểm 
cuối hay điểm góc của đoạn đường ởi của bạn. 
1) Đường đồng mức đối với 1807 là đoạn thẳng AB, đường đồng mức đối 
với 0” là đường thẳng qua các điểm A và B, không kể đoạn thẳng AB. Mọi 
đường đồng mức khác gồm hai cung tròn, đầu cung là các điểm A và B và 
cung nọ đối xứng với cung kia đối với đường thẳng qua A và B. 
2) Nếu hai đường đồng mức phân biệt thì một đường nằm trong đường kia, 
góc AXB có giá trị lớn hơn ở đường đồng mức bên trong và giá trị nhỏ hơn 
ở đường đồng mức bên ngoài. Bằng cách giải thích thích hợp điều đó cũng 
đúng với 0°. 
Cực tiểu đạt được ở điểm mà đường ¡ cắt đường thẳng đi qua A và B tức là 
đường đồng mức. Điều đó không trái với nguyên tắc phát biểu trong thí dụ 
11: ở hai phía của đường đồng mức đặc biệt đó, góc AXB có giá trị lớn hơn 
là ở trên đường đồng mức. 
Ta kí hiệu như ở §6. Ta tạm để C không đổi. Khi đó, vì V = abc/3 đã biết 
nên cả zb cũng sẽ không đổi và: 

S= 2ab + 2(a + bộc 
là cực tiểu khi 2(z + b) tức là chu vi hình chữ nhật có diện tích øb là cực 
tiểu. Điều đó xảy ra khi z = Ð. Bây giờ bạn hãy thay đổi cách nhìn và để 
cạnh kia không đổi. 
Hãy để một trong các cạnh không đổi. Khi đó bạn sẽ có trường hợp của thí 
dụ 8 và hai cạnh khác phải bằng nhau (tam giác cân). Suy luận đó có thể áp 
dụng cho bất kì hai cạnh nào khác và tam giác phải đều. 


17. Hãy để cho mặt phẳng đáy và đỉnh đối diện cố định nhưng thay đối đáy, 
đáy này là tam giác nội tiếp trong hình tròn đã cho. Chiểu cao không đổi, 
diện tích đáy (và cùng với nó là thể tích) gẽ trở thành lớn nhất khi đáy là 
tam giác đều, theo §4(2). Ta có thể chọn làm đáy bất kì một mặt nào và, 
như vậy, khi thể tích là cực đại, mỗi mặt phải là một tam giác đều, và hình 
tứ diện là đều. 

18. Hãy cơi tam giác giữa a và ở là đáy. Không thay đổi chiều cao tương ứng, 
bạn hãy thay đáy bằng tam giác vuông; sự thay đổi đó làm tăng diện tích đáy 
(thí dụ 7), và, do đó, thể tích bây giờ bạn có thể bằng phương pháp tương tự 
xết cặp cạnh khác, song tốt hơn là cho ngay c vuông góc cả với z và với b. 

19. Cho cố định trên hình trụ một đầu đoạn thẳng cho ta khoảng cách ngắn 
nhất, bạn sẽ thấy, do thí dụ 2 (7), rằng đoạn thẳng đó là vuông góc với mặt 
cầu. Cho đầu đoạn thẳng cố định trên mặt cầu, bạn có thể thấy rằng đoạn 
thẳng đó cũng vuông góc cả với mặt cầu và hình trụ. Do đó, nó phải vuông 
góc cả với mặt cầu và hình trụ. Điều đó cũng có thể chứng minh trực tiếp. 

20. Phương pháp của thí dụ 19 chỉ rõ rằng, đoạn thẳng cho ta khoảng cách 
ngắn nhất phải vuông góc với cả hai mặt trụ. Thực tế, nó phải nằm trên 
cùng đường thẳng, trên đó có đoạn thẳng biểu diễn khoảng cách ngắn nhất 
giữa các trục hình trụ. 

21. Phương pháp của thí dụ I9 cũng tương tự với thí dụ 10 trong không gian. 

22. Theo giả thuyết: 

ƒ#@&, Y, Z....) </A, B, C,...) 

đối với mọi giá trị thừa nhận được của X, Y, Z... Do đó, nói riêng 
/ƒŒX.B,C...) <#A,EB,€,...) 
«.Y,C,..) <SfA,B,C,...) 

v.v... X, Y, Z,... có thể là các số, chiêu dài, góc, điểm,... biến đổi. 

24. Hoặc xị = y¡ = z¡ (trường hợp ngoại lệ) hoặc đối với øñ > 1 trong ba giá trị 
X„y„z„ chỉ có hai giá trị phân biệt. Ta gọi đ„ là giá trị tuyệt đối của hiệu hai 
giá trị này, chẳng hạn: 

đị = lxi z4], dạ = Ìyy—xaÏ. 
Theo định nghĩa: 
H1 =4 đ 


—ã =- ——— =i1—- 
2 2 


ma tx 2 †+x* 
#dh = x; Ty ST Thay = TT 
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25 


ba 
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hoặc đ; = a, 


Cũng bằng cách đó: 














đ = đụ = đn-2 = = dị 
7 2 4 2n-l 
tức là: 
. —y+y S 
x. {1| |, „ X2, +Z2|_ 5= ÈXị=Z| < 24, _, 0, 
3 ' 3 3 3 











Hãy xét ø số dương xị, xạ,..., x„ với trung bình cộng AÁ đã cho: 
+I ++¿ +... + Xu = nÁ 
Nếu xị, x¿,..., xạ không đồng thời bằng nhau thì một số trong đó, x¡ chẳng 
hạn, là nhỏ nhất và một số khác, x;¿ chẳng hạn, là lớn nhất (Việc chọn các 
chỉ số chỉ là sự giản đơn hoá không có hại, cốt tiện cho việc kí hiệu. Ta 
không giả thiết vô căn cứ rằng giá trị nhỏ nhất chở là xị). Khi đó: 
+J¡<A<z;¿. 


Bây giờ, ta đặt: xị=A,x; =xi tx¿ạT— Á, X3) =X3...., Xu, =X 


Nú LÚ 


Khi đó: XỊ + X2 +... txyyp + +xX2 X3 +. Đơn 
và #312 — xiyg = Axi + Ax; — AT — xixa = (A — xịi)@¿ T— A) >0 
Do đó: 


X*i-X2-*3... *n <x Ị# 2* 3. ng 


Nếu không phải mọi x, xs....x„ đều bằng nhau thì ta lặp lại quá trình đó 
và có một tập hợp ø số x”4, x”a...., x"„ khác sao cho: 


xj†X¿a+..txưn=xi+txla+... tạ 


1 1 1 1! r li lW „ 
X1*X2-X 3... Š„ <x* 1X 2X 3---Š „ 


Tập hợp +, x2...., x'„ có ít nhất một phần tử bằng A, tập hợp x"1, x”s,..., x"„ 
có ít nhất hai phần tử bằng A. Trong tập hợp cuối cùng xƒ”,x7”,...,x7” sẽ 


„vn H 


chứa r — 1 và do đó n phần tử bằng A và như vậy: 


” 
-] #n _ Z¡ +* a2 +..+x 
Xi.*a-x3...X„< x xi Lux"= A"= (®+22=*») - 
n 


D798 M98 NGVm sợ  jg 
đơn giản như vậy cũng dủ để gợi ra lời giải cần tìm: hãy lấy trên mặt hình 
đa diện P một điểm D mà khoảng cách CD là cực tiểu. Nghiên cứu sơ qua 
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_—_— — ——.--.--ằẽẶ 
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à : ` Shc li cÓ ~ bề ] 
và sự đóng góp chung của tất cả n nước bằng m.— =1. 
n 
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29. 


IH- Nếu trên biên giới một nước có đèo thì nước đó là tứ giấc; xem hình 
9.17. Sự đóng gớp của nó vào Bp.— P + G bằng: 


xát  ]2x5+I==z 
4 § 2 8 


và sự đóng góp chung của cả 8 nước có đèo này là đỉnh chung, bằng: 


Củ 


Tính chung tất cả các phần đóng góp theo công thức Euler bằng: 

. B+K_—-D=2. 
c) Phép chứng minh sử dụng khái niệm “nước lũ”, thực chất không phải là 
thí dụ của "toán học vật lí”: nó sử dụng các khái niệm liên quan tới kinh 
nghiệm hằng ngày chứ không liên quan tới một lí thuyết vật lí đặc biệt nào. 
Cái ẩn ý trong câu hỏi (b) của thí dụ của ta dẫn đến sai lầm: nó hình như làm 
ta nghĩ rằng B, K và D về phương điện nào đó tương tự với G, Bp và P, điều 
không bao giờ xảy ra. Tuy vậy, đó cũng là một ẩn ý có ích: nó hướng ta chú 
ý vào định lí Euler. Điều đó tất nhiên là hoàn toàn tự nhiên: các ý kiến 
hướng dẫn ta giải các bài tập, đôi khi hoàn toàn sai lầm, tuy vậy vẫn có ích. 
a) Gọi r¡ là thời gian hòn đá rơi, r; là thời gian mà sau đó tiếng động tới 
hạn. Khi đó: 


ti +ta.d= gi F2, d= chị, 
Khử 7, và #; và giải phương trình bậc hai, ta có: 


d2 =~ c@g) `2 + (cÊ2gÿ` + c0! 
Vì¿ =0 thì ở = 0, nên ta chọn đấu cộng (+). 
b) đ= 62/2 — gˆ/0e) +... 
Bỏ qua các số hạng không viết ở trên đây, ta có thể coi hai số hạng giữ lại 
như một công thức gần đúng thích hợp. 
c) Thật điển hình là dựa trên các quan sát vật lí, ta có thể tiên đoán số hạng 
chính của sự khai triển và cả dấu của sai số. Phương thức toán học, mà ta 
sử dụng để tìm ra công thức gần đúng thích hợp, cũng điển hình: ta khai 
triển (biểu thức đối với ở} theo !uỹ thừa của đại lượng nhỏ (thời gian 0). So 
sánh với §5.2. 


30. 


31. 


33. 
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Gương elip trở thành gương parabol, gương này hội tụ ở tiêu điểm tất cả 
các tia sáng chiếu vào nó song song với trục.gương. Một gương parabol như 
vậy là bộ phận chủ yếu nhất của kính thiên văn phản xạ. 


Các biến số trong phương trình được tách ra. Bằng các biến đổi hiển nhiên 
ta được: . 


1/2 
+=| + đy 
c—y 


Dựa vào một biến số phụ ọ, ta đặt: 
y 1/2 
(C—] =m 
c—y 


y=csino, x = e [@ — (1/2)sin 20]. 








và được: 


Nhờ phép tính tích phân, ta tìm được x và phải chọn hằng số tích phân sao 
cho đường cong đi qua gốc toạ độ: từ ọ = Ö phải suy ra x = y = 0. Đặt 20 =r, 
c = 2a, ta được phương trình thông thường của x1cloi: 
x=zø(—sin?), y= đ (Í — cos?). 

Xicloit này đi qua điểm A là gốc toạ độ. Nhánh thứ nhất của xiclôit (ứng 
với << 2z) đi qua điểm B đã cho chỉ với một giá trị của z. Để thấy điều 
đó, ta sẽ cho ø biến đối từ 0 đến œ; khi đó xicloit sẽ "trương lên" quết góc 
phần tư mặt phẳng, và khi trương lên tới kích thước thích hợp sẽ đi qua B. 
Giả sử a là bán kính hình cầu (như ở $5), h - chiều cao cầu phân, V - thể 
tích của nó và C - thể tích hình nón cùng đáy với cầu phân và cùng chiều 
cao ñ. Gốc toạ độ (điểm O trên hình 9.13) là đỉnh chung của cầu phân và 
hình nón. Từ hình học sơ cấp và phương trình đường tròn, nêu ở §5, ta có: 
_ „(2ah - h”)h 

3 : 
Hãy sử dụng hình 9.13 nhưng bây giờ chỉ xết các thiết điện ngang cách O 
mnột khoảng cách +, trong đó 0 < x < . Chuyển từ sự cân bằng của các thiết 
diện ngang, biểu thị bằng phương trình (A) sang sự cân bằng của các vật 
thể (cầu phân, hình nón - nhưng không phải hình nón thể tích C - và hình 
trụ) ta tìm thấy: 


2a{V + mh”.h/3) = (h/2)n(2a)?h. 


34. 


35. 


3ó. 


Từ đó: 

_ zl 3a-h) _a+(2a—h) 
s 3 _—— 2a=h 
2u - h là chiều cao cầu phân phụ. 


V C; 


Hãy viết phương trình đường tròn xét ở §5, dưới dạng: 

2utx” = xy? + XU”. (A) 
Bây giờ chỉ treo 7x”, thiết diện ngang của hình nón, vào điểm H của hình 
9.13, thiết diện ngang my? của hình cầu và thiết diện ngang mx” của hình 
nón khác (toàn đẳng với hình nón thứ nhất) vẫn giữ nguyên ở vị trí ban đầu 
của nó (với hoành độ +). Hãy xét Ô < + < ø, hãy chuyển sang sự cân bằng 
của 3 vật thể; gọi x là hoành độ trọng tâm của bán cầu và nhớ lại vị trí 
trọng tâm hình nón (khoảng cách của nó từ đỉnh bằng 3/4 chiều cao): 

2anwaa  x2xd + (3a!4)za7 .a 


3T 3 T3. ụ 


3a 
8 
Hãy giữ nguyên tắc các kí hiệu của thí dụ 33 nhưng thay đổi các kí hiệu 
của thí dụ 34 về một phương diện: x bây giờ là hoành độ trọng tâm cầu phán 
chiều cao ;. Hãy xết 0 < x < h, chuyển từ (A) của thí dụ 34 sang công thức: 
2a.nhˆ.hJ3 = xV + (3 h/4) nhˆ.h/3 
nếu chú ý tới giá trị V tìm được ở thí dụ 33, thì điều trên cho ta: 
x_h+4(2a-h) 
h-x h+2(2a-h) 

Giả sử # là chiều cao, V là thể tích cầu phân. Hãy viết phương trình thông 
thường của parabol dưới dạng: 

2p.ty? = xx(2p)Ẻ. (A) 


x= 





Hãy chú ý thiết diện ngang ty của hình parabol và thiết điện ngang n(2p} 
của hình trụ. Xét 0 < +z < b và chuyển từ sự cân bằng của các thiết diện 
ngang sang sự cân bằng của các vật thể, ta được: 


2p.V = (h/2)n(2p)7h (8) 
V = sph” = (3/2) x2ph(/3). 
Chú ý rằng theo phương trình của parabol thì z2p* là đáy cầu phân. 
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37. 


38, 


Hãy giữ nguyên các kí hiệu của thí dụ 36 và giả sử x là hoành độ trọng tâm 
của cầu phân. Bây giờ hãy viết phương trình parabol dưới dạng: 
V.ny2=2praT (A) 

Hãy chú ý 7x”, thiết điện ngang của hình nón. Xét 0 < x < # và chuyển từ 
các thiết điện ngang sang các vật thể, ta được: 

xV=2p.nh” (h/3) 
và do đó, theo thí dụ 36: 

x = 2h/3. 


„ =0: thể tích hình lăng trụ, diện tích hình bình hành; ø# = l: diện tích tam 
giác trọng tâm của hình bình hành hay của hình lăng trụ; ø = 2: thể tích 
hình nón hay hình chóp, trọng tâm tam giất; n = 3: trọng tâm hình nón hay 
hình chóp. 


- Cần chú ý rằng phương pháp của Archimède như nó được trình bày ở đây, 


12; 
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ở §5 và ở các thí dụ 33 - 38, cùng hợp với giáo trình hình học giải tích và 
có thể làm cho vấn để này (vấn đề mà trong cách trình bày thông thường 
rất dễ trở thành khô khan và tẻ nhạt) có một sự hấp dẫn mới. Những mệnh 
để của "phương pháp" mà ta không bàn tới cũng có thể xét và sử dụng một 

cách tương tự. 


32. Không có lời giải. 


CHƯƠNG X 

Không. Khuyết điểm không đến nỗi nghiêm trọng lắm: có thể xác lập sự 
tồn tại của cực đại bằng định lí tổng quát đã dẫn ra ở chương VI. 

Công thức tường minh đã cho trong lời giải của thí dụ 8.41 chứng tỏ rằng 
A?<(œ~ a)(p ~ b)( ~ e)(p — d) và đẳng thức chỉ được thoả mãn khi và chỉ 
khi y = 180”, tức là trong trường hợp tứ giác nội tiếp đường tròn. 

Giả sử A, B và C là những đỉnh liên tiếp của một đa giác đều z cạnh và M 
là trung điểm của cạnh BC. Bạn hãy thay thế tam giác ABM bằng tam giác 


cân ABM (trong đó AB' = BM) có cùng đáy AM và cùng chu vi và do đó, 
có diện tích lớn, xem thí dụ 8.8. 


Nếu ta biểu điễn cả hai diện tích qua r là bán kính hình tròn và qua øó là số 
cạnh của đa giác thì còn phải chứng minh bất đẳng thức: 


„1z? ; 
———————|<#Zr“. 
¡i tan(7r /n}) 


Nếu nhận xét rằng đa giác đều có thể ngoại tiếp đường tròn và kết quả 
muốn tìm là trường hợp riêng của thí dụ 5 thì kết quả đó sẽ còn đẹp hơn. 

5. Đa giác diện tích A và chu vi L ngoại tiếp hình tròn bán kính r. Khi đó, 
hiển nhiên là zrˆ < a. Các đường thẳng vẽ từ tâm đường tròn tới các điểm 
của đa giác sẽ chia nó thành những tam giác có đường cao chung 7, vì thế 
A =Lz/2. Sau khi kết hợp cả hai kết quả thu được, ta có: 


22 2 
A= tr <| t.Ì, 
4A 4z 
2 


Như vậy T đúng bằng diện tích của hình tròn có chu vi L. 
Z 





6. Giả sử A là diện tích và L là chu vi của hình đã cho, còn z là bán kính hình 
tròn có cùng chu vi, tức là L = 2mr. Giả sử A„ là điện tích, L„ là chu vi của 
đa giác P„ mà khi ø —> œ©, da giác này tiến tới hình của ta sao cho Á„ tiến 


tới A và L„ tiến tới L. Ta xét đa giác P'„ đồng dạng với P„ có chu vi L, điện 


2 
: L ` ` —- Nn bế 
tích của P', bằng A„ l£) . MỊP', có cùng chu vì với hình tròn bán kính +, 


h 


2 
cho nên từ §7 (4), ta kết luận rằng: A, l¿] < Zr?. 


di 


2 
Sau khi chuyển sang giới hạn, ta được: lim A, l) =A< mm. 


mm TÔ, 


Điều này xác nhận khẳng định I ở §8. Tuy nhiên, đoạn văn đã trình bày ở 
§7 (5) có thể gây ra những ý kiến phản đối: ta không chứng minh rõ ràng 
rằng A < ar? như ý chừng đoạn văn này đã khẳng định. Thật vậy, khi ta 
chuyển sang giới hạn, điều kiện < có thể biến thành <. 

7. Cả hai khẳng định đều tương đương với bất đẳng thức: 


216V? 


sẽ SI 





, 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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V biểu thị thể tích, S là diện tích mặt ngoài của hộp, ở §8.6 ta đã chứng 
minh trực tiếp bất đẳng thức này. 
Tính chất tương đương của F, I và WU được chứng mính bằng cùng một 
phương pháp như tính chất tương đương của I, II và III trong: §8. Tuy nhiên, 
L không tương đương với I. Thật vậy, I, dưới dạng tường mỉnh, đã phủ 
nhận khả năng vẫn còn là ngoại lệ trong I. Khả năng này là hình không 
phải là hình tròn, có thể có cùng chu vi và diện tích như hình tròn. Lập luận 
§7 (5), như nó đã được mở rộng ở thí dụ 6, chứng minh I nhưng không 
chứng mính T; nó chứng minh rằng < là đủ đối với I nhưng không chứng 
minh rằng < là cần đối với Ï. 
Toàn bộ lời giải của bài toán nêu ra chỉ như là bổ sung vào I ở §8, đó mới 
chỉ là cần để suy ra Ƒ' từ thí dụ 8. Dựa vào các vấn đề khác (xem các thí dụ 
10, 13) ta thấy điều đó cũng đủ để chứng tỏ tầm quan trọng của bài toán này. 
Giả sử C” là tam giác nhỏ nhất chứa C, L" là chu vi và A" là diện tích của 
nó. Khi đó hiển nhiên rằng L" < L và A" < A. Thay cho C”, ta lấy một tam 
giác đồng dạng C'; có chu vi L; diện tích của C' bằng 
A'=A"(UẺ»A">»A. 
Nếu C là hình bất kì nhưng không phải là hình lồi thì ban đầu ta hãy xét 
hình lồi C” nhỏ nhất, chứa C, rồi thì xét hình C' đồng dạng với C” nhưng có 
chu vi bằng chu vi của C. Có thể lặp lại toàn bộ lập luận của thí dụ 10 cho: 
tới bất đẳng thức cuối cùng trong tình huống tổng quát hơn này. 
Bạn hãy lấy hai điểm P và Q khác nhau trên đường cong kín K giới hạn 
hình C. Trên K phải tìm một điểm thứ ba R không nằm trên đường thẳng đi 
qua P và Q vì K không thể hoàn toàn được chứa trong đường thẳng. Bạn 
hãy xét đường tròn đi qua P, Q và R. Nếu đường tròn này không trùng với 
K thì trên K phải tìm một điểm thứ tư S không nằm trên đường tròn: bài 
toán của thí dụ 9 tương đương với bài toán của thí dụ 13. 
Nếu C là hình không lồi thì phép đựng mà ta mong muốn sẽ cho thí dụ l1. 
Nếu C là hình lồi thì P, Q, R và § theo một trật tự nào đó là đỉnh của tứ 
giác lồi. Hình C tạo nên từ tứ giác này và bốn viên phân. Mỗi viên phân 
được giới hạn bởi cạnh của tứ giác và một trong bốn cung mà trên đó các 
điểm P, Q, R và S chia đường cong giới hạn C. Theo ý kiến của Steiner 
(xem §5 (2) hình 10.3 và 10.4) ta coi bốn viên phân này như là những hình 
cũng (làm bằng bìa cứng) và được gắn chặt vào các cạnh tương ứng của tứ 
giác mà ta coi như là hình có bốn khớp mềm tại bốn đính. Ta dùng kí hiệu 


14. 


15. 


16. 


của thí dụ 8.41. Khi đó, theo điều kiện cơ bản của ta z # 180”. Một sự di 
chuyển nhỏ của tứ giác ghép bởi các khớp này cũng làm biến đổi e thành z'. 
Ta lấy £' gần s sao cho bốn cung gắn chặt vào các cạnh nhưng vấn chưa 
tạo thành đường cong tự cắt D, giới hạn hình C'. Ngoài ra, ta hãy chọn e 
sao cho: ~ : 


|z' - 1s0°| < |s - 180]. 


Từ đó, theo công thức đối với A? đã cho trong lời giải của thí dụ 8.41, ta 
suy ra rằng diện tích của C' lớn hơn diện tích của C. Tuy nhiên, đường giới 
hạn của C' cũng gồm bốn cung như đường giới hạn của C; C' và C có cùng 
một chu vi. 

Cả hai suy lí này có cùng một hình thức logic. Tuy nhiên, suy lí thứ hai dẫn 
tới một kết quả sai lầm hiển nhiên nên nó phải là mội suy lí không đúng. 
Thành thử, suy lí thứ nhất cũng không đúng nốt, mặc dù nó nhằm đạt tới 
kết quả có thể là chân lí. Suy lí thứ hai thực tế là một lời trào phúng tế nhị 
đối với suy lí thứ nhất. Nó là của O. Perron. 

Sự khác nhau giữa hai trường hợp này phải là một hiện tượng ngoại lai nào 
đó không được nhắc đến trong đoạn văn đã trình bày. Không có một số 
nguyên lớn nhất. Vấn đề chỉ là trong số tất cả các hình đẳng chu có một hình 
có diện tích lớn nhất. Tuy nhiên, ta vẫn chưa biết điều đó từ các thí dụ 10.13. 
Hình C không phải là một hình tròn nhưng có cùng chu vi với một hình 
tròn nào đó. Theo thí dụ 6, diện tích của C không thể lớn hơn diện tích hình 
tròn. Trong trường hợp ngược lại, như ta đã biết từ thí dụ 10.13 sẽ có một 
hình khác mặc dù có cùng chu vi như hình tròn nhưng lại có diện tích lớn 
hơn. Theo khẳng định đã được chứng minh ở thí dụ 6 thì đó là điều không 
thể có được. . 


Trên hình 10.13 hai điểm A và B đã cho được nối với nhau bằng đường 
thẳng và đường cong biến thiên, cùng với miền bao quanh. Ta xét độ dài 
của đường cong và diện tích của miền này. Trong đoạn văn trình bày ở trên, 
ta đã coi độ dài đường cong như là một số đã cho và ta tìm cực đại của diện 
tích của miền, ở đây ta đã coi diện tích như là một số đã cho và ta fìm cực 
tiểu của độ dài. Trong cả hai trường hợp lời giải chỉ là một, đó là một cung 
của đường tròn. Ngay cả phép chứng minh về thực chất, cũng là: như nhau, 
ở đây cũng như ở trên, ta có thể sử dụng hình 10.14. Cố nhiên vẫn có một 
khác biệt hiển nhiên, hình viên phân (không gạch chéo) của hình tròn trên 
hình 10.14 bây giờ được dựng theo diện tích đã cho chứ không phải theo 
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2. 
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chiều dài đã cho, và bây giờ ta không sử dụng định lí I' của thí dụ 8 mà sử 
dụng định lí II. 

Bạn hãy dùng thí dụ 18, hãy đồng nhất các điểm X và Y hình 10.11 tương 
ứng với các điểm A và B hình 10.13 và hãy thêm vào hình 10.13 tam giác 
không biến đổi XYC. Sẽ đạt tới cực đại khi đường có chiều dài đã cho là 
một cung của đường tròn. 


Bạn hãy coi đường CY trên hình 10.11 như một tấm gương. Gia sử X' là 
ánh phản xạ gương của X và bạn hãy ứng dụng thí dụ l7 vào góc XCX' và 
vào hai điểm đã cho A và X' trên hai cạnh góc. Cực đại sẽ đạt được khi 
đường có chiều dài đã cho là một cung của đường tròn, vuông góc với CY 
tại điểm Y. 


Bạn hãy ứng dụng phép biến đổi từng phần. Hãy coi điểm X như là một 
điểm cố định: theo thí dụ 18, lời giải là một cung của đường tròn vuông 
góc với CY. Hãy coi điểm Y như một điểm cố định: cung của đường tròn sẽ 
vuông góc với CY. Cuối cùng, lời giải là một cung của đường tròn vuông 
góc với CX và CY và do đó, như đã giả định ở $9, tâm của nó ở tại điểm C. 


Cực đại sẽ đạt được khi đoạn thẳng vuông góc với phân giác của góc. Nếu ta 
biết trước rằng chỉ có một lời giải thì lời giải đó được suy ra từ sự đối xứng. 
Không cần sự thừa nhận ấy; kết quả này cũng được suy ra từ thí dụ 8.59 (2). 
Theo quan niệm của hình £0.14, cực đại sẽ đạt được khi các sợi dây BC và 
DA là các cung của cùng một đường tròn mà các gậy AB và CD là các 
dây cung. 


Đường cong kín gồm 2 mẩu, z gậy xen kế n sợi dây. Đường cong này sẽ 
giới hạn một điện tích cực đại khi tất cả các gậy là những dây cung, còn tất 
cả các sợi dây là những cung của cùng một đường tròn. 


Khi tất cả các sợi dây trong thí dụ 22 có chiều dài O, ta sẽ được $5 (2) và 
hình 10.3 và 10.4. 


Tương tự thí dụ 16: đĩa cứng, mặt biến thiên có diện tích đã cho và đường 
tròn là mép của cả đĩa và mặt, tương ứng tương tự với gậy, sợi dây và cặp 
điểm A và B. Ta ứng dụng phương pháp của thí dụ 16 (trên hình 10.14 bạn 
hãy quay đường tròn / xung quanh đường kính thẳng đứng của nó, bạn 
cũng làm như vậy với viên phân trong phần dưới của hình II nhưng bạn hãy 
biến đổi phần trên của nó một cách tuỳ tiện hơn). Sau khi thừa nhận định lí 
đẳng chu trong không gian, ta được: thể tích bị giới hạn là cực đại khi mặt 
có diện tích đã cho là một phần (một đới cầu cùng một đáy) của mặt cầu. 


25. 


26. 


Bạn hãy lấy ba mặt phẳng vuông góc nhau và không cần chứng minh, hãy 
ứng dụng định lí đẳng chu vào không gian. Khi đó góc tam diện sẽ biến 
thành góc bát diện và bạn có thể sử dụng tương tự không gian của hình 
10.12. Nhờ có sự phản xạ liên tiếp qua ba mặt phẳng, mặt cắt góc bát diện 
sẽ biến thành mặt kín, diện tích của nó và thể tích do nó giới hạn tương ứng 
lớn gấp 8 lần diện tích và thể tích đã cho bị mặt ban đầu cắt ra. Mặt kín có 
diện tích đã cho giới hạn thể tích cực đại là một mặt cầu, thành thử, trong 
trường hợp riêng của bài toán này, cực đại sẽ đạt được khi mặt có diện tích 
đã cho là một phần (1/8) mặt cầu có tâm tại đỉnh của góc tam diện. 


Cấu hình được xét trong lời giải của thí dụ 25 là trường hợp riêng ø = 2 của 
tình huống tổng quát sau. Có ø + 1 mặt phẳng; mặt phẳng đi qua cùng 
một đường thẳng và chia không gian thành 2n phần bằng nhau (góc nhị 
diện), còn mặt phẳng cuối cùng vuông góc với n mặt phẳng đầu, n + 1 mặt 
phẳng này chia không gian thành 4n góc tam diện bằng nhau. Đối với mỗi 
góc tam diện này, ta ứng dụng phương pháp phản xạ nhiều lần như trong 
thí dụ 25. Phương pháp này sẽ cho cùng một kết quả; ¿hể :ích được cắt ra 
sẽ là cực đại khi mặt có diện tích âã cho là một phân của mặt câu có tâm 
tại đỉnh của góc tam diện. 

(Hãy còn ba cấu hình chứa góc tam diện mà nếu áp dụng phương pháp này 
đối với chúng, tả sẽ có cùng một kết quả. Những cấu hình này liên hệ với 
các đa điện đều: cấu hình thứ nhất - với tứ diện, cấu hình thứ hai - với hình 
lập phương và bát diện, cấu hình thứ ba - với thập nhị diện. Việc nghiên 
cứu chúng mất nhiều công sức hoặc cần có nhiều hiểu biết trước hơn, vì 
thế, ta chỉ liệt kê chúng trong một bảng sau, bắt đầu từ cấu hình đơn giản 
đã được mô tả ở trên. 





Các "mặt phẳng" đó là những mặt phẳng đối xứng, "các phần của không 
gian" là các góc tam diện và các "góc" tạo bởi ba mặt phẳng giới hạn một 
góc tam điện. 
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tà 


Lễ tự nhiên là ta giả định rằng kết quả vẫn còn có hiệu lực đối với mọi góc 
tam diện. Giả thuyết này được củng cố bằng quy nạp qua các trường hợp kể 
trên cũng như qua sự tương tự giả thuyết thu được tương tự như thế đối với 
các góc trên mặt phẳng (§9) và được chứng minh (thí dụ 19), 
Tất nhiên, ngay cả khi mở rộng giả thuyết này ra các góc đa diện ở đây, ít 
nhất ta cũng có thể tìm được một trường hợp giới hạn có thể kiểm tra được. 
Ta gọi "hình nón" là một phần vô hạn của không gian do một góc nhọn 
phẳng tạo nên khi nó quay xung quanh một cạnh của nó. Ta tìm được mặt 
có diện tích đã cho cắt phần có thể tích cực đại ra khỏi hình nón này. Có 
thể chứng mình rằng (1) mặt này là một mặt tròn xoay (2) là một phần của 
mặt cầu và (3) tâm của mặt cầu này là đỉnh của hình nón, ở đây ta không 
thể đi sâu vào chỉ tiết nhưng cần nhận thấy rằng phần (2) của phép chứng 
minh được suy ra từ thí dụ 24 cũng bằng một phương pháp như lời giải của 
thí dụ 17 suy ra từ thí dụ 16. Bài toán được phát biểu trong thí dụ 25 do 
Steiner đặt ra, đù sao nó vẫn còn chờ đợi mội lời giải đầy đủ. 

27. Nếu miền điện tích A có hai phân tuyến không có điểm chung thì chúng đã 
chia A thành ba miền con. Hai trong ba miền này có diện tích A/2, còn 
miền thứ ba có diện tích bằng 0, hiển nhiên đó là điều không thể có được. 


ï 1/2 
28. Đoạn thẳng ngắn hơn: 1 < B : 


29, Xem thí dụ 30. 


30. Ta giả sử rằng các mút của phản tuyến đã cho nằm trên hai cạnh khác 
nhau, cắt nhau tại đỉnh © nhưng không một mút nào trùng với Ó. Nhờ có 
những phép phản xạ thích hợp (quan niệm của hình 10.12) ta được sáu tam 
giác bảng nhau mà một trong sầu tam giác ấy là tam giác ban đầu và sáu 
cung bằng nhau mà một trong sáu cung đó là đường phân tuyến đã cho. Sáu 
tam giác này tạo thành một lục giác đều tâm O. Sáu lục giác và đặc biệt, 
tạo thành điểm O là giao điểm của ba trục đối xứng của đường cong. Nếu 
độ dài của phân tuyến là cực tiểu thì đường cong kín phải là đường iròn 
hoặc là hình lịc giác đều, tuỳ theo chỗ, tất cả các phân tuyến (thí dụ 30 
này) hay chỉ có những phân tuyến thẳng (thí dụ 29) được thừa nhận; ta phải 
sử dụng định 1í H của thí dụ 8 hay một cách tương ứng, sử dụng định Hí liên 
hợp với định lí §7 (1). Lời giải của thí dụ 30 là một phần sáu của đường 
tròn có tâm tại một trong các đỉnh, lời giải của thí dụ 29 là một đường 
thẳng song song với một trong các cạnh; trong mỗi trường hợp đều có ba 
lời giải. Phân tuyến đã cho có thể chiếm một vị trí khác não đó (cả hai mút 
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31. 


32. 
33. 


34. 
35, 
36. 


trên cùng một cạnh hoặc tại cùng một đỉnh v.v...) nhưng việc xết các 
trường hợp này xác nhận kết quả thu được. 

Giả sử O là tâm của hình tròn. Nếu đoạn thẳng PP' được điểm O chia thành 
hai phần thì ta sẽ gọi các điểm P và P' là những điểm đối lập nhau. Ta sẽ 
gọi hai đường cong là đối lập nhau nếu một trong hai đường cong gồm 
những điểm đối lập với các điểm của đường cong kia. Bây giờ, giả sử A và 
B là các mút của phân tuyến mà ta kí hiệu gọn là AB. Giả sử các điểm A', 
B và cung A'B tương ứng đối lập với A, B và AB. Khi đó A'B' là phân 
tuyến. Giả sử P là điểm chung của AB và A'' (thí dụ 27) còn P là điểm đối 
lập với P. Khi đó cả P' cũng là điểm chung của AB và A'B'. Giả sử A, P, P 
và B sắp xếp theo thứ tự này trên AB và giả sử PB' là cung ngắn hơn (không 
phải cung dài hơn) trong hai cung PA và PB, (Có thể lựa chọn như thế 
được, thực tế là nó chỉ phụ thuộc vào kí hiệu). Ta hãy xét đường cong gồm 
hai mẫu: các cung BP (phân tuyến A'B) và cung PB (phản tuyến AB). 
Đường cong này (1) ngắn hơn (không phải dài hơn) AB, và (2) dài hơn 
(không phải ngắn hơn) đường kính BB', đường kính này là đường trực tiếp 
nối B với B'. Từ (1) và (2) suy ra rằng AB dài hơn (không phải ngắn hơn) 
đường kính BB, và đó chính là định lí. 

Trục nhỏ. Xem thí dụ 33. 


Phản tuyến ngắn nhất của một miễn bất kì hoặc là một đoạn thẳng hoặc là 
một cung của đường tròn. Xem thí dụ (6. Nếu miền có tâm đối xứng 
(chăng hạn, hình vuông, hình tròn, hình elip có tâm đối xứng còn hình tam 
giác đều không có tâm đối xứng) (hì phân tuyến ngắn nhất là một đoạn 
thẳng. Phép chứng minh hầu như giống với phép chứng minh đối với hình 
tròn (thí dụ 3 1). 
Thực tế cũng giống như thí dụ 27. 

Thí dụ l6. 

Trong cả năm trường hợp mặt phẳng của phân tuyến ngắn nhất đi qua tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp. 

Hình tứ diện: hình vuông trong mặt phẳng song song với hai cạnh đối diện, 
3 lời giải. 

Hình lập phương: hình vuông trong mặt phẳng song song với một trong các 
mặt, 4 lời giải. 

Hình thập nhị điện: hình thập giác trong mặt phẳng song song với một 
trong các mặt, 6 lời giải. 
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37. 


38. 


39. 


41. 


Hình nhị thập diện: Hình thập giác trong mặt phẳng vuông góc với trục nối 
hai đỉnh đối diện, 6 lời giải. 

Phép chứng minh trong bốn trường hợp cuối cùng vạch ra một nhận xét 
chung, xem thí đụ 39. 

Giả sử O là tâm của mặt cầu. Bạn hãy xác định các điểm và các đường 
cong đối lập như trong thí dụ 31. Giả sử ở là phân tuyến. Khi đó cả ở', 
đường cong đối lập đối với b cũng là phân tuyến, b và b' có một điểm 
chung P (thí dụ 34). Cả điểm P' đối lập với P cũng là điểm chung. Các điểm 
P và P' chia b thành hai cung, mà không một cung nào có thể ngắn hơn 
đường ngắn nhất nối P và P' là nửa đường tròn lớn. 

Bốn trong năm hình đa diện đều (tất cả, trừ hình tứ diện) có tâm đối xứng. 
Mặt kín có tâm đối xứng sẽ có phân tuyến là đường trắc địa. Phép chứng 
minh hầu như cũng giống với mặt cầu (thí đụ 37). 

Ta gọi Z là khoảng cách từ giới hạn của mặt chắn đến đỉnh của nó. Diện 
tích của mặt chắn bằng z2”. Giả thuyết này dẫn tới Archimède. So sánh với 
thí dụ 11.4. 


1) Nếu tâm của hình cầu S là đỉnh của mặt chắn thì ở — a, xử” = m2”. 


2) Giả sử ! là đoạn thẳng nối tâm C của hình cầu S$ và tâm C' của mặt cầu 
mà một phần của nó là mật chắn. Giả sử A là giao điểm của / với giới hạn 
Š, cùng với C' ở cùng một phía của C và giả sử D và B là những giao điểm 
của / tương ứng với mặt chắn và với mặt phẳng của mếp mặt chắn. Nếu mặt 
chắn chia thể tích hình cầu S thành hai phần thì các điểm A, B, C và D sắp 
xếp theo thứ tự này trên đường /. Điểm B là điểm của đoạn thẳng / gần mép 
của mặt chắn nhất và D ở xa giới hạn này hơn C. Thành thử ở > a, tr” > na”. 
3) Giả thuyết: Không mặt nào chia đôi thể tích hình cầu bán kính z lại có 
diện tích nhỏ hơn z4”. Phép chứng minh có thể là khó hơn. 
1) Cực đại ƒ= n7 đạt được, khi 

Xị =Z¿ =...=+x„ = | hay —l 
Cực tiểu ƒ = 0 đạt được đối với tập hợp vô hạn các hệ khác nhau x\,..., x„ 
khin> 3. 
2) Cực đại, cũng như trước, là đuy nhất; cực tiểu ƒ = ø đạt được khi: 

*ị= nh, Xa=... =x„ =0 


và trong n — | trường hợp tương tự. 


42. 


40, 


Giả thuyết này đúng đối với các hình đa diện đều với các đỉnh có ba cạnh 
nhưng không đúng nếu đỉnh có số cạnh lớn hơn ba. 
43, Không có lời giải. 


CHƯƠNG XL 


a) có; b) không: ơ. không cần, diện tích bằng ah/2. 

a) có; b) không: œ và B không cần, diện tích bằng mửi. 

27h không phụ thuộc vào đ. Giải bằng phương pháp Archimède hay bằng 
phép tính tích phân: từ x” + y +, SUY Tã: 


s(y Ủy r day 2 
——| +y“ =ữr'; 27zyl1x+|— dx = 27trh. 
? l2) Ji J ; l2] 


Giả sử h là chiều cao của đới cầu mà ta phải tính diện tích. Từ các tam giác 
vuông đồng dạng có J : z = a : 2b và như vậy, diện tích muốn tìm bằng 
2nbh = na” không phụ thuộc vào b. Khi ö = a/2 đới cầu sẽ biến thành mặt 
cầu toàn phần, còn khi ở = œ, đới cầu biến thành hình tròn. So sánh với thí 
dụ 10.39. 

Bạn có nhận thấy có sự tương tự với các thí dụ 1.4 không? Có thể tìm được 
thể tích hình cầu có lỗ hồng bằng phương pháp sơ cấp hoặc bằng cách ứng 
dụng hình học giải tích và phép tính tích phân như: 

LÐ 


12a 2S 
22 dx—zryịh = H 


x”+ y =r” và yị là tung độ tương ứng với x =S: 


3 
— không phụ thuộc vào a và ð. Giống như cách giải thí dụ 5. Cách giải 


này có liên quan với cách giải của thí dụ 7. Trong trường hợp hãn hữu 
a=b=(0, viên phân biến thành hình cầu toàn phần đường kính . Nếu h 
nhỏ thì hiệu giữa Mù và V thấy ngay bằng trực giác là rất nhỏ. 

mc? h/6 không phụ thuộc vào z. Nếu c = h thì hình nón suy biến thành hình 
trụ và ta có trường hợp 2 và thí dụ 5. Lời giải giống như lời giải của thí dụ 8. 
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10. 
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Nếu D là gốc toa độ và OX là trục x thì phương trình của đường tròn và của 
đường parabol trên hình 11.3 ứng là: 
œ—đ?+y2= r2, 2px = yŸ. 
Giả sử xị và x; là hoành độ của các giao điểm của hai đường cong này, 
xị <x¿. Khi đó x; — xị = h và thể tích muốn tìm bằng: 
2 
x2. 2 2 X2 h 

L4 r“ˆ—(x-đ} —-2px lđx =7 | (xạ ~ xÌ(x— xi) = #—— 

VN 0n sa nh Tuy 
không phụ thuộc vào r và đ; bạn hãy thay thế x — x¡ ='r. Ta đã sử dụng 
phép khai triển thành thừa số một đa thức bậc hai khi đã biết hai nghiệm và 


hệ số của XÃ. 


a) có, thể tích bằng mrh”(ø + 2b)/3; b) không. 
Đủ. Vì wị và w„ có thể được cho trước một cách tuỳ ý, có một tập hợp vô 


hạn các bộ 12... 1o thoả mãn hệ thức truy toán Mạ„ = Hạ. ¡ + H„ 2. Ta hãy 
nghiên cứu hai bộ đặc biệt: 


HỶ1, Mạ, H3... 81g VỚI thị = Ô, dạ = Ì 

HỮ, KỦ2, W”32„..., 0`¡g VỚI ng =0, "2 = Ì 
Ta tìm được: 

Mạ =8,  Hìịạ+Hạ+m3 +... + wịo= 88 

”ạ = 1Ã, Hy +”2+ 0” +... + ứ”ịọ = 143 
Ta có thể nhận xết rằng: 

WỶ{ + H2 + H3 +... + tìịg = 11w) 

71 + 872 + 8” +... + dạ = 11” (9) 
rồi thì ta dự đoán và cuối cùng chứng minh rằng:  - 

tị + dạ +3 +... + 1g = 11+ (®*) 
Chứng minh như sau: ta thấy ngay rằng hệ thức: 


Hạ = (Mạ — HỊ)H („+ Hị” œ9) 


tị 
được thoả mãn với ñ = L và n = 2 và từ đó, bàng cách sử dụng công thức 
truy toán, kết luận rằng nó được thoả mãn với n = 3, 4, 5..... 10. Sau khi 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 


cộng hai đẳng thức đánh dấu (*) rồi lấy đẳng thức thứ nhất nhân với ; — „ạ, 
còn đẳng thức thứ 2 nhân với ⁄;, từ đẳng thức (***) ta được đẳng thức 
muốn tìm (**). Tư tưởng chủ yếu của phép chứng minh là: nghiệm tổng quát 
u„ của phương trình truy toán của ta (gợi một cách đạt hơn là phương trình 
sai phân thuần nhất tuyến tính bậc hai) là tổ hợp tuyến tính của hai nghiệm 
riêng độc lập z'„ và ¿"„ (như tích phân tổng quát của phương trình vi phân 
tuyến tính thuần nhất bậc hai là tổ hợp nựn tính của hai tích phân riêng). 
” =_-g An. 
lr 


Íiez 1+z” PIN “+1x +x Tă sa 














Ni nn _# 
I+xZ 1+x 4 


I+x? 1+x? 
không phụ thuộc vào œ. Khi chuyển từ dạng thứ hai sang dạng thứ ba ta 
đưa vào xÌ với tư cách là một biến số mới của phép lấy tích phân. Đối với 
œ =0, -œ tích phân đã cho tương ứng quy về: 
TT 
j21++z”` ¿Itxf đIi+z”” 
Những trường hợp này có thể đưa đến lời giải ở trên. 
Đây là sự kiện hiển nhiên nhất thuộc loại này: 
[È 70) = 0nếu ƒ~) = — 00. 
Ta đặt „ = Inx; ƒ(Int) = FŒ); 
ETG)x”4x=0 nếu FŒ `) = —F(). 
Điều đó gợi ý ta một khái quát sau: 
[ z@II+hG)x 4= [`a()x"'4 


nếu gŒ }) =£(+), hŒœ = -h(x}. Thí dụ I1 là trường hợp riêng: 
—*“—_h(x)=—S, 
2+») 1+xZ 





sŒ)= 


0x = 0 hay x” ~ 4 = (x+ 2) (x— 2), V.V... 
x=y=8, thử với x = 8, 9, 10, 11 là đủ. 
x=y=z=w =4 nhờ các phép thử. 


305 


17. 


18. 
19, 


Các mặt phẳng đối xứng của hình đa diện đều đi qua tâm của nó và chia 
mặt cầu cùng tâm thành các tam giác cầu. Ba bán kính nối ba đỉnh của tam 


t2 Ân CA 4 : s. cL tac #8. ÚE na 
giấc cầu này với tâm tương ứng của tam giác cầu bằng v7 và r5 Tỉ số 
Y 


giữa bán kính của mặt cầu nội tiếp và mặt cầu ngoại tiếp bằng cosc và theo 
công thức của lượng giác cầu thì: 


cos c = c tan > cof (#) 
= 7 P 


Các số ƒ và v và giá trị thu được của cosc được trình bày trong bảng sau đối 
với các hình tứ diện (A), lập phương (B), bát diện (C), thập nhị diện (Đ) và 
nhị thập điện (E). 


À B C `——D E 
Í= 3 4 3 5 
V= 3 3 4 3 
M — 
COSC = l 1 
_ — 5+245 
3 +3 —T.— 


15 

Xem thí dụ 10.42. 

a) Ta gọi định thức bậc ø là đối xứng tâm nếu các phần từ a, „ của nó thoả 
mãn điều kiện 4; ¿ = 2„.1.; „ạ¡.¿ vỚI j, & = 1, 2, 3,..., n. Định thức đối xứng 
tâm bậc ø là tích của hai định thức. Tuỳ theo » chắn hay lẻ mà cả hai thừa 
số là định thức bậc n/2 hay một thừa số là định thức bậc (z + 1)/⁄2 còn định 
thức kia bậc (n — L)/2. 














Thí dụ: 
b a be b 
bạ 
| = + b)œ —), đc ad -* (a — c} 
ba 24 sec 
cba 
a b c d 
e ƒ g hị la+d b+cl|ƒ-g e-h 
bơ ƒ/ e| le+b ƒ+g|llb-e a-d 
lzả € b a 





22. 


23. 


Chứng minh: Tuỳ trường hợp ø chắn hay lẻ, bạn hãy đặt n = 2mm hay n = 2m + 1. 
Bạn thêm cột cuối cùng vào cột thứ nhất, thêm cột trước cột cuối cùng vào 
cột thứ hai, v.v... chừng nào mà m cột đầu chưa biến đổi. Sau đó, bạn trù 
dòng đầu vào dòng cuối cùng, dòng thứ hai vào dòng trước dòng cuối cùng, 
v.v... chừng nào mà z đòng cuối cùng chưa biến đổi. Những phép tính này 
hoặc là dẫn tới hình chữ nhật mx(m + L) hoặc là dân tới hình vuông mxzưn ở 
góc đông - tây, gồm các số 0. 

b) Định thức bậc bốn có thể chia thành hai định thức bậc hai và không phải 
là tích của chúng, đặc biệt là nếu các định thức bậc hai này có thừa số 
chung. Ta sẽ là người lạc quan nếu giả định rằng không có thừa số chung 
đó: ta thử giả thuyết đơn giản nhất và đạt được kết quả. 

Khả năng đáng lạc quan nhất là: hệ số của mọi luỳ thừa của h ở vế trái của 
bất đẳng thức nhỏ hơn hoặc bằng hệ số của chính luỹ thừa đó ở vế phải của 
bất đẳng thức. Quả thực là điểu đó đã xảy ra: sau khi chia cho 4h!“ số 
hạng không đổi sẽ bằng 1 trong cả hai vế và đối với n > l các hệ số của ñ„ 
trong các vế tương ứng bằng: 

3711 4a-l 1 159 4n-3 


48127 4n 4n+l 4812 4n 
Hiển nhiên là: 








3.7.11...(4n — 1) < 5.9...(4n — 3)(4n+l). 
a) Ta gọi P„ là giá trị gần đúng tính được nhờ phương pháp đã xét khi hình 
vuông được chia thành zˆ hình vuông nhỏ. Ta giả định rằng có thể khai 
triển P„ theo luỹ thừa bậc n Ì:- 
P,=Qọạ+ Qn + Qạn ˆ +... 
"Nói chung, hàm số có thể phân tích thành chuỗi luỹ thừa". Xem thí dụ 20. 


Khi  —> œ, P„ —> Qọ và ta kết luận rằng Qọ = Q. Hơn nữa, bốn điểm trên 
hình 11.6 gần đường thẳng hơn các điểm trên hình 11.5. Tình hình đó gợi ý 


rằng Q¡ = 0 và các số hạng có ø ”, ø ˆ,... là nhỏ, không đáng kể ngay cả 
khi nhỏ. Điều đó dẫn tới hệ thức: 


P„ạ ~ĂO+ Q„¡ 7 


hệ thức này biểu điễn một đường thẳng (gần đúng) nếu ta lấy „ ˆ làm 
hoành độ còn P„ làm tung độ. Trong một số trường hợp ít nhiều giống như 
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16, 
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thế, người ta chứng minh được rằng sai số gần đúng có bậc —- và nhờ phép 
n 


tương tự đó, dự đoán của ta xác thực hơn. _ 

b) Các cột của bảng dưới đây chứa: l) các giá trị n, 2) các tung độ, 3) hiệu 
các tung độ, 4) các hoành độ, 6) độ nghiêng tính được như là tỉ số giữa (3) 
với (5), ở CAN, ta đã bỏ dấu ở (5) và k6). 


`. cứng 
—: Tam 
== == 
ES | 
_ 
















BS 
SE 0,0094 0,0486 0,1934 
0,0625 


0,0045 = 0,0225 
c) Tất nhiên, với tư cách của một phép tính đáng tin cậy nhất, ta xét n = 5, 
còn với tư cách của phép tính tốt nhất tiếp sau, ta xét  = 4. Nếu các điểm 
(x¡, yị) và (xạ, y;) nằm trên đường thẳng có phương trình y = mx + b thì (từ 
hệ hai phương trình đối với z và b) ta dễ dàng tìm được 








0,1324 





.." L2 
—. 
gi 
Øj. 
và trong trường hợp này, ta có: 
2 = 
O~ 25x0,1324—16x0,1279 =0,1404. 


25-16 
Nếu bạn hi vọng có một cái gì tốt hơn thế nữa thì bạn sẽ là người quá lạc quan. 
19, 20. Không có lời giải. 
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CÁC NHÀ KHOA HỌC ĐƯỢC DẪN TRONG SÁCH 
(Chú thích của người dịch) 


ABEL (Niels Henrich) (1802-1828), nhà toán học Na Uy 

APOLONIUS (khoảng 262-180 trước CN), nhà toán học Hy Lạp 
ARCHIMÈDE (hay ARCHIMEDES (287-212 trước CN), nhà bác học Hy Lạp 
ARISTOTE (hay ARISTOTLE, 384-322 trước CN), nhà triết học Hy Lạp 


Johann BERNOULLI (1667-1748), Jdacob BERNOULLI (1654-1705, anh của Johann 
Bernoulli), Daniel BERNOULLI (1700-1782, con của Johann Bernoulli), các nhà toán 
học Thuy Sĩ. 

CAUCHY (Louis Augustin) (1789-1857), nhà toán học Pháp 

COPERNIC (Ñicolaus Copernicus) (1473-1543), nhà thiên văn học Ba Lan 


DANTE (1285-1321), nhà thơ Ý 
DEMOGRITE (khoảng 460-370 trước CN), nhà triết học Hy Lạp 


. DESCARTES (René) (1596-1650), nhà triết học, toán học và vật lí học Pháp 

. DIRICHLET (Leujeune} (1805-1869), nhà toán học Đức 

. EUCLIDE (thế kỉ III trước CN), nhà toán học Hy Lạp 

. EUDOXE (thế kỉ [li truớc CN), nhà thiên văn học và toán học Hy Lạp 

. EULER (Leonhard) (1707-1783), nhà toán học Thuy Sĩ 

. FERMAT (Pierre de} (1601-1665), nhà toán học Pháp 

. GALILEI (hay Galilee, 1564-1642), nhà vật lí học và thiên văn học Ý 

. GAUSS (Carl Friedrich) (1777-1885), nhà toán học và thiên văn học Đúc 

. GOLDBACH (Christian) (1890-1764), nhà toán học Đức 

. HÉRON (Thế kỉ !), nhà toán học và cơ học Hy Lạp 

. JACOBI (Jacob) (1804-1851), nhà toán học Đúc 

.. KEPLER (Johann} (1571-1630), nhà thiền văn học Đúc 

. LAGRANGE (Joseph Louis) (1736-1813), nhà toán học Pháp 

. LAPLAGE (PFiere Simon), (1749-1827), nhà thiên văn học, toán học và vật lí học Đúc 
. LEIBNIZ (Gottfried Wilhelm) (1648-1716), nhà triết học, vật li học và toán học Đúc 
. LHUILLER (Simon) (1750-1840), nhà toán học Thuy Sĩ 
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26. 
27. 
-28, 
_28, 
30. 
31, 


42, 
33. 
34. 
j5. 
3ô. 
J7, 
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LINNÉ (1707-1778), nhà sinh học Thuy Điền 

MAGLAURIiN (Colin) (1698-1746), nhà toán học Scotiand 
NEWTON (Isaao) (1642-1727), nhà bác học Anh - 

PERRON (Oskar) (1880-1875), nhà toán học Đức 
POINCARÉ (Hanri) (1880-1975), nhà bác học Pháp 
PYTHAGORE (hay PYTHAGORAS, thế kỉ VỊ trước CN), nhà triết học và toán học 
Hy Lạp 

RAYLEIGH (1842-1919), nhà vật lí học Anh 

RHATIGUS (1514-1578), nhà thiên văn học Đúc 
SGHOPENHAUER (1788-1860), nhà triết học Đức. 
SNELLIUS (1591-1826), nhà vật lí học và toán học Phản Lan 
STEINER (Jacob) (1796-1863), nhà toán họo Thuy Sĩ 
VALLIS (John) (1616-1703), nhà toán học Anh 
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